3. Punkte im Koordinatensystem

3.1. Symmetrie

Bezuglich der Symmetrie betrachten wir einerseits die Achsensymmetrie bzgl. Der y-

Achse und die Punktsymmetrie zum Ursprung.

Achsensymmetrie

Eine Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn der Graph auf der linken
Seite der y-Achse ein Spiegelbild des Graphen der rechten Seite der y-Achse ist, v.v.
(vice versa > oder umgekehrt genauso).

Es folgt dann f(x) = f(—x). Am Graphen sieht man, dass z.B. f(2) = f(-2) = 6 ist.
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Kommen bei einer ganzrationalen Funktion

f(X) = apx™! + ap_x™ T + - + ayx? + a;x* + a, nur gerade Exponenten vor, dann
ist die entsprechende Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse. Das absolute Glied
ao darf ebenso vorhanden sein. Hierdurch wird der, zuvor, achsensymmetrische

Graph bzgl. der y-Achse verschoben.




Punktsymmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung liegt dann vor, wenn gilt f(—x) = —f(x).

2 O -f(-x) ist die Spiegelung von —f(x) an
der x-Achse.

-f(x) ist die Spiegelung von f(x) an
der y-Achse.

f(-1) = -2 und f(1) = 2. Man berechnet —f(x) = -1 - f(x) = -1 - 2 = —=2. Man sieht an
diesem Beispiel, dass gilt: f(—x) = —f(x).

Kommen bei einer ganzrationalen Funktion

f(X) = a,x"*"t + a,_x" 1 + -+ a,x? + a;x! + a, nur ungerade Exponenten vor,

dann ist die entsprechende Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung.




3.2. Steckbriefaufgaben

Sind von einer Funktion bestimmte Punkte gegeben, so kann man daraus die
zugehorige Funktionsvorschrift bestimmen.

Notiere Dir zu der Funktion der gegebenen Punkte die zugehorige allgemeine
Funktionsvorschrift.

Eine ganzrationale Funktion vom Grad n hat folgende allgemeine Funktionsvorschrift:

f(X) = anX" + an-1X™ + an2x"? + ... + axx2 + aix + ao

Beispiel:

Sind von einer linearen Funktion, einer Funktion ersten Grades, die Punkte A(4/5)
und B(8/11) gegeben, so lautet die zugehdrige Funktionsvorschrift f(x) = aix + ao =
mx + b

Aus den beiden Punkten lesen wir folgende Infos heraus: x1 =4, y1=5und x2 = 8, y2
=11.

. . o A - -
Die Steigung berechnet sich wie folgt: m = =~ = 2172 — Y277
Ax X1—Xy Xy—Xq

Um m zu berechnen setzt man nun die beiden Koordinatenpaare in die obige Formel

Ak % = 1,5. Setzt man m und eines der Koordinatenpaare in

ein und erhalt: m =

y = mx + b ein, so kann man aus der sich ergebenden linearen Gleichung b
berechnen.

5=15-4+b|-6

-1=b

Die zu den Punkten A(4/5) und B(8/11) gehdrende lineare Funktionsvorschrift lautet
somit f(x) = 1,5 x — 1.

Zur Sicherheit kann man nun noch die Punktprobe durchfiihren. Man setzt hierzu
eines der Koordinatenpaare in f(x) =y = 1,5 x — 1 ein und prift, ob sich eine wahre
Aussage ergibt.

11=15-8-1-> wahr

Sind von einer Funktion zweiten, dritten oder hoheren Grades Punkte gegeben, dann
kann man die Funktionsvorschrift bestimmen, indem man die gegebenen Punkte in
f(x) = anx" + an1x"! + an2x"? + ... + axx2 + aix + ao einsetzt und ein lineares

Gleichungssystem aufstellt, aus welchem man die Koeffizienten bestimmen kann.




Beispiel:

Um die Funktionsvorschrift einer quadratischen Funktion der Form f(x) = a2x? + aix +
ao zu bestimmen mussen drei Punkte gegeben sein.

Gegeben sind die Punkte P1(—1|-4), P2(1|4) und P3(2,5|-0,5).

Im ersten Schritt setzen wir die Punkte P1, P2 und P3 nacheinander in die allgemeine
Form

f(x) = a2x2 + aix + ao [Beachte: y=f(X)] ein. Auf diese Weise erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem mit 3 Gleichungen:

P(x]y) y=az x2 + aix +ao
Pi(-1|-4): | —-4=ax(-1)? +ai(-1)+a0 2> a - ax +ao=-4
P2(1[4): Il 4=a 17 +arrl +as> a +a t+tao=4

P3(2,5]-0,5): Il 0,5 =a»- 2,52 +a1:12,5 +ap>6,25a>+2,5a1+ap=-0,5

Man I6st nun das LGS mithilfe des Additionsverfahrens.
Wir schreiben die Gleichung mit den grof3ten Zahlen als erstes hin.
l: 6,25a2+2,5a1+ap=-0,5

II: a2 + a1 +ao= 4 | - (-6,25)
ll: a2 - a1 +ao=-4 | - (-6,25)
I: 6,25a2 + 2,5 a1 + ao =-0,5

Il ~375a1 —5,25a0 =—255 |- 8,75
I 875a1 —525a0= 24,5 |- 3,75

I: 6,25a2 + 2,5 a1 + ao =-0,5
Il: —3,75a1—-5,25a0 =-25,5
1 -65,625 =-131,25

Nun |6st man die unterste Gleichung nach ao auf und setzt die gefundenen Lésungen

schrittweise in die oberen Gleichungen ein.

— 65,625 a0 =— 131,25 | : (— 65,625)

ao =

aoinll:—3,75a1 -525-2 =-255]|+10,5
-3, 75a1 =— 15|:(-4)
ai=4




aound a1inl: 6,25a2+ 2,5 -4 + =-05]|-12
6,25a2=-12,5|:6,25
a=-2

Somit lautet die Funktionsvorschrift f(x) = —2x2 + 4x + 2

(Quelle: https://www.mathebibel.de/quadratische-funktionen-funktionsgleichung-bestimmen)

Video hierzu: https://youtu.be/cxjiXZSVUSOo

Aufgaben: Steckbriefaufgaben zu quadratischen Funktionen

3.3. Schnittpunkte von Funktionen

Mochte man die Schnittpunkte von ganzrationalen Funktionen

f(X) = anx" + an-1xX"! + an2x"? + ... + a2x2 + aix + ao bestimmen, so setzt man beide
Funktionen gleich: f(x) = g(x). Dann wendet man das entsprechende
Losungsverfahren an und setze die gefundenen Losungen in f(x) oder g(x) ein, um

die entsprechende y-Koordinate zu berechnen.

Beispiel:
f(x) =2x+4; g(x) =-3x + 3

g(x)=-3x+3



https://www.mathebibel.de/quadratische-funktionen-funktionsgleichung-bestimmen
https://www.mathebibel.de/quadratische-funktionen-funktionsgleichung-bestimmen
https://youtu.be/cxjXZSVUS0o
https://youtu.be/cxjXZSVUS0o
https://www.brinkmann-du.de/mathe/rbtest/1sonstiges/par_d_3punkte/par_d3punkte_01.htm
https://www.brinkmann-du.de/mathe/rbtest/1sonstiges/par_d_3punkte/par_d3punkte_01.htm

fx)=g(x) >2x+4=-3x+3|-4

2Xx=—-3x—-1 | + 3x
bx=-1 |:5
x =-0,2

Setze x =-0,2 in f(x) oder g(x) ein:
f(-0,2)=2- (-0,2)+4=3,6
Der Schnittpunkt hat somit die Koordinaten (- 0,2 / 3,6)

Ebenso kann man auch den Schnittpunkt einer quadratischen und einer linearen
Funktion bestimmen.

Beispiel:

f(x) 3x + 4; g(X) 2x2 + 3

fxX) =g(X) > 3x+4=2x2+3

Hier erkennt man eine quadratische Gleichung, die man mit der p-g-Formel I6sen
kann.

Allerdings missen zwei Bedingungen erfullt sein:

1. Die Gleichung muss so umgestellt werden, dass auf einer Seite O steht.

2. Vor x2 muss die 1 stehen.




3X+4=2x2+3 | -2x2 | -3
—2x2+3x+ 1= |: (=2)
1x2—-15x-0,5=0 ->p=-159g=-0,5

Wende nun die p-g-Formel an, um die beiden Losungen zu bestimmen.

X172 = —gi (g) —q

-1,5 ~1,5\? 17
xp=——ot |(52) 08 =075+ |

x1 =1,7808; x2 = — 0,2808

Setze nun x1 und xz in f(x) oder g(x) ein:

f(1,7809) = 3-1,7808 + 4 = 9,34 - S1(1,7809 / 9,34)

f(— 0,2808) = 3 - (— 0,2808) + 4 = 3,16 > S2(-0,2808 / 3,16)

3.4 Schnittpunkte mit den Achsen

Oft interessieren uns die Schnittpunkte des Funktionsgraphen mit den Achsen,
besonders der mit der x — Achse. ,
Der Graph von f(x) = 4x — 2 hat jeweils einen

Schnittpunkt mit der x — Achse und der y — Achse.
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f(x)=4x-2




Der Graph von f(x) = 4x3 + 8x2 - x — 2

hat ebenfalls nur einen Schnittpunkt mit der y — Achse,
aber drei Schnittpunkte mit der x — Achse. i
Da man sich fur Schnittpunkt mit der y — Achse in x — 3
Richtung nicht bewegt hat dieser Schnittpunkt auf jeden o
Fall die Koordinate Sy(0 / ?). Um die y — Koordinate zu
bestimmen setzt man fir x = 0, womit folgt:
f0)=4-03+8-02-0-2=-2=V.

= Sy(0/-2). heRex-2 1
Allgemein hat der Schnittpunkt mit der o
y — Achse die Koordinaten Sy(0 / f(0)). A
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Die Schnittpunkte mit der x — Achse sind die
sogenannten Nullstellen. Da man sich bei ihnen in

y- Richtung nicht bewegt, folgt, dass y = 0 ist. Um die
Schnittpunkte mit der x — Achse zu bestimmen setzt
man die Funktion = 0.

y=0=4x3+8x%-x-2.

Die erste Nullstelle bestimmt man mittels Polynomdivision. Die anderen beiden

mithilfe der
g — p — Formel. Die Schnittpunkte mit der x — Achse lauten somit: Sxi(—2 / 0); Sxz(—
0,5/0); Sx3(0,5/0).

3.5. Parallele Geraden

Zwei Geraden kénnen in der Ebene oder im Raum

e identisch sein
e parallel zueinander sein oder

e einen Schnittpunkt haben.



https://www.mathekars.de/?page_id=311
https://www.mathekars.de/?page_id=311

Sie sind identisch, wenn alle Punkte der einen Geraden auch gleichzeitig Punkte der
anderen Geraden sind.
Den Schnittpunkt zweier Geraden bestimmt man, wie in Kapitel 3.2. nachzulesen ist,

durch Gleichsetzen der beiden Funktionsgleichungen.

Parallele Geraden haben die Eigenschatt,
dass sie Uberall den gleichen Abstand
zueinander haben. Das ist genau der Fall,
wenn ihre Steigungen Ubereinstimmen.

Wie im Beispiel zu erkennen, ist bei

f(x) = 4x+4 und g(x) = 4x + 2 die Steigung
gleich, namlich ms = mg = 2.

Der y — Achsenabschnitt ist verschieden.
Allgemein sind zwei Geraden parallel, wenn

gilt: ms = mg und bt # bg

g(x)=4x+4 f{x)=4x+2



https://www.mathekars.de/?page_id=872
https://www.mathekars.de/?page_id=872

3.6. Orthogonale Geraden

Zu einer Geraden kann man rechnerisch, die dazu orthogonale (senkrechte,
rechtwinklige) Gerade bestimmen.

hix)=-x+15 2.5
2

15 Q'{K]‘: L :':+2
1
0.5

-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1 2 2/5
fix) = x+1
-05
Beispiel:

Gegeben ist der Graph zu f(x) = x + 1. Hierzu orthogonale Geraden haben z. B. die
Funktionsvorschrift g(x) = — x + 2 oder h(x) = - x + 1,5. Man erkennt, dass die
Steigung der Orthogonalen ein negatives Vorzeichen haben. Dery —
Achsenabschnitt ist beliebig gewahlt.

Doch wie bestimmt man nun genau die Steigung einer orthogonalen Geraden?

Im folgenden Beispiel ist die Funktion f(x) = %x + 1 gegeben.
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g(x)= - 2x+2

0:5

2 15 14 05 0 0l 1l
fix) = 1/2 x+1

Die hierzu orthogonalen Geraden haben die Funktionsvorschrift g(x) = —2x + 1,5 oder

h(x) = —2x + 2. Man sieht auch hier, dass der Parameter b beliebig gewahlt werden

kann. Die Steigung ist der negative Kehrbruch der urspringlichen Steigung.

Die Steigung von f war ms = % Die Steigung einer hierzu orthogonalen Geraden ist

der negative Kehrbruch davon. Alsomg=— += —1: % = —2.

NIR| R

Allgemein gilt: mg = — mi bzw. mg-mi=-1
f

Somit kénnen wir prifen, ob zwei Geraden orthogonal zu einander sind.

Beispiel:
Prufe, ob die Geraden f(x) = — 0,6x + 2 und f(x) = gx - 4 zueinander senkrecht sind.

Setze die beiden Steigungen in mg - ms = — 1 ein und Uberprife:

-0,6- g =- 1% . g =- % = - 1. Somit ist gezeigt, dass die beiden Geraden

senkrecht zueinander sind.

Ist ein Gerade gegeben und ein Punkt, durch den eine dazu orthogonale Gerade

verlaufen soll, so kann die Gleichung dieser Geraden rechnerisch bestimmen.
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Beispiel:
Gegeben ist eine Gerade mit der Gleichung f(x) = 0,7 x + 1. Eine dazu orthogonale

Gerade soll durch den Punkt P (2 / —3) verlaufen. Ermittle zunachst die Steigung

. 1
mlttelsmg:—m—. Mg=——=——.
f

Setze nun mg = — g in g(x) = mgx + bg ein.

10 20
—3=-2.24pg+ 2
7 7

Somitist g(x) = — 17—0x —%
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