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1 Vorwort

Diese und ahnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Muhe.
Trotzdem stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfigung. Wenn Sie diese
Datei hilfreich finden, dann bitte ich Sie um Erfullung des nachfolgend beschriebenen
“Generationenvertrages:

Wenn Sie spater einmal Ihre Ausbildungsphase beendet haben und im

Beruf stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in

geeigneter Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine
Email an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!




2 Das unbestimmte Integral

Am Beispiel eines Polynoms wollen wir das sogenannte unbestimmte Integral
herleiten. Gegeben sei die Funktion f(x) sowie deren Ableitung f ‘(x).
fG) =a-x

f'x) =a-n-x""1

Nun stellen wir uns vor, wir kennen nur f'(x) und fragen uns, von welcher Funktion
diese Funktion f'(x) als Ableitung abstammen kénnte. Man nennt diese gesuchte
Funktion daher auch Stammfunktion. Wenn die gegebene Funktion nicht f“(x),
sondern f(x) heil3t, dann verwendet man fur die Stammfunktion die Bezeichnung F(x).

Damit ist dann:
fx) = F (X)

Kommen wir zuriick zum Beispiel. Wenn wir zur Funktion f(x) = a - n - x""* die
Stammfunktion F(x) suchen, dann konnte die L6sung lauten: F(x) =a - x"
Maoglich sind aber auch noch nachfolgende Stammfunktionen:

FixX) = a-xn+3
Fa(x) = a-xn+7
Fax) = a-x-19

Da beim Ableiten immer die Konstante (als Summand) wegfallt, ergabe sich beim
Ableiten stets:

F'x)=f(x)=a-n-x"t

Allgemein kann man daher sagen, die Stammfunktion zu f(x) lautet:

fx)=a-n- x> FX)=a-x"+c

Hierbei ist ¢ eine Konstante, die eine beliebige reelle Zahl sein kann.




Kommen wir nun zur Festlegung einiger Begriffe.

Die Umkehrung des Differenzierens nennt man Integrieren. Da fur das Differenzieren
auch der deutsche Begriff Ableiten verwendet wird, kann man umgekehrt zum
Integrieren auch Aufleiten sagen. Dieser Begriff ist zwar nicht allgemein tblich, druckt
aber meines Erachtens anschaulich gut die Umkehrung des Ableitens aus. Die

Stammfunktion zu einer Funktion f(x) heil3t unbestimmtes Integral von f(x).

Unbestimmt, weil die Konstante c ja nicht bestimmt werden kann. Hierfur wird folgende

Schreibweise verwendet:

[f(x)dx =F(x) +c

Gelesen wird das als Integral von f von x dx. Die genaue Bedeutung des Kiirzels dx
soll an dieser Stelle nicht erklart werden (es stammt vom dx aus dem
Differenzenquotienten ab, das das differenziell kleine Ax aus der Steigungsformel
darstellt), es reicht an dieser Stelle, wenn man weil3, dass die Funktion vorn durch das
Integralzeichen [und hinten durch das Kiirzel dx eingeschlossen wird. In unserem
Beispiel sieht das dann so aus:

/ a-n-z"'dr=a-2"+¢

) flz) F(x)
Was bedeutet das? Es gibt zu jeder Funktion f(x) eine ganze Schar von
Stammfunktionen, die alle f(x) als Ableitung haben. Da nicht feststellbar ist, welche

davon die “richtige“ ist, spricht man vom unbestimmten Integral.




Hier einige Grundintegrale wichtiger grundlegender Funktionen, jedoch ohne dass

diese hergeleitet werden:

1 .
/ dr = —— 2" 4
n+1
/ efdr = e +r¢c
/sinx dr = —cosz+c

[ cosrdr = sinz+c

1
/ —dr = In|z|+¢
T

Daruiber hinaus gibt es einige Integrationsregeln, von denen hier nur die beiden

wichtigsten angeben werden:

fk-f(x)dx =k - Jf(x)dx

fu(x) + v(x)dx = fu(x)dx + fv(x) dx

Weitere Integrationsregeln bzw. Integrationsmethoden finden Sie hier:

http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/int-meth.pdf

2.1 Aufgaben
Bestimmen Sie die nachfolgenden Unbestimmten Integrale!

a)[3 - cosxdx = b) [ e - exdx=

c) [m - sinxdx = d) [ 15dx =

e) [ 8x3dx = f) [ 6x2 4+ 4x — 3dx =
g) [2x*-6x — 12dx = h)f%xz—%x + e*dx
i) [Zdx = i) [2dx =

k) [ dx = ) S E dx =

m) [Vxdx = n) [v*dx =
o)f%dx =



http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/int-meth.pdf

Eine wichtige Anwendung fur Integrale ist die Bestimmung einer krummlienig
begrenzten Flache. Diese wird mit dem bestimmten Integral berechnet. Um zu
klaren, was dahinter steckt, miissen wir etwas weiter ausholen und mit einem

scheinbar vollig anderen Problem beginnen.

3. Das bestimmte Integral

Die Flache A unter dem Funktionsgraphen der Funktion f(x) soll im Intervall [a;b]
berechnet werden. Nebenstehend ist ¥

diese Flache dargestellt. Links wird

sie durch x = a und rechts durch y=f(x)
X = b begrenzt, die untere

Begrenzung ist die Abszisse 4 AF

(x-Achse) und die obere der A= F(x) .
X

Funktionsgraph von f(x). a p% b X

Gehen wir davon aus, dass die Flache, die links bei a beginnt und rechts an

der Stelle x endet (also die linke Teilflache, natirlich vom rechten

Begrenzungswert x abhangt. Sie stellt also auch eine Funktion von x dar,

die wir A = F(x) nennen mochten. Man kann sich leicht vorstellen, dass die

Flache kleiner wird, wenn man x nach links verschieben, oder gré3er, wenn

x nach rechts bewegt wird.

Betrachten wir nun den eingezeichneten Streifen mit der Breite Ax. Wir erhalten einen
kurzen Streifen mit der H6he y und einen etwas langeren mit der Héhe y + Ay. Die
markierte Flache unter der Kurve in diesem Streifenbereich nennen wir

AF, denn um diesen Wert wirde ja die Flachenfunktion F(x) anwachsen, wenn x um
AX nach rechts verschoben wird. Wie man leicht sieht, ist diese Flache A F etwas
grol3er, als der kurze Rechteckstreifen und etwas kleiner, als der langere
Rechteckstreifen. Das lasst sich als Ungleichungskette aufschreiben:

Ax -y < AF < Ax - (y + Ay)

kurzer Streifen langer Streifen




Wir dividieren die ganze Ungleichung durch Ax. Das ist erlaubt, denn Ax ist nicht

negativ und auch nicht Null und erhalten:

AF
y<— <y+Ay
Ax

Machen wir nun den Grenzwertubergang, dass A x — 0 geht, dann wird i—i Zu Z—i, was

man bekanntlich auch Ableitung F “(x) nennt. Da mit Ax — 0 auch Ay — 0 geht, laufen
der linke und der rechte Term in der Ungleichungskette aufeinander zu. Setzt man

noch fur y = f(x) ein, dann ergibt sich daraus:

dF
dx y
F (x) = f(x)

Das bedeutet, dass die Ableitung der Flachenfunktion mit der Funktion, die die obere
Begrenzung der Flache darstellt, Gbereinstimmt. Macht man die Umkehrung, dann
kann man daraus schlie3en, dass die Flachenfunktion F(x) das unbestimmte Integral
der Funktion f(x) darstellt.

A= fF‘(x)dx = ff(x)dx = F(x) +c

Um nun eine konkrete Flache berechnen zu kbnnen, mussen wir das c irgendwie in
den Griff bekommen. Wir wollen aus dem unbestimmten Integral ein bestimmtes

Integral machen.

An der Stelle a muss die Flachenfunktion genau O ergeben. Daraus ergibt sich fur die
Flache von a bis x

A@=F@)+c=0

und A(a,x) = F(x) + ¢ — (F(a) + c)

Wie man leicht erkennen kann, hebt sich das ¢ dabei genau auf. Welchen Wert man
dafur einsetzt, ist vollig gleichgiltig. Aus Bequemlichkeit kdnnen wir also auch mit

¢ = 0 weiter rechnen. Fur die Flache in dem Intervall [a; b] ergibt sich damit:

A(a,b) = F(b) - F(a)




Dieser Zusammenhang wird folgendermalfien geschrieben:

A(a;b) = F(b) — F(a) = / f(z) dzx

Der Term f:f(x) dx heil3t: Das bestimmte Integral von f(x) in den Grenzen von a bis

b.

Zum Schluss méchte ich noch zeigen, woher die Symbole stammen. Dazu zerlege ich

die oben angesprochene Flache in n y dx

dy

Streifen, so dass n Rechteckstreifen

unter und n Rechteckstreifen tber

dem Funktionsgraphen enden. Fur
n — « geht die Differenz der beiden

Rechtecksummen gegen 0. Dann ist

die Flache der oberen Rechtecksumme a b X
gleich der Flache der unteren Rechtecksumme gleich der Flache unter dem
Funktionsgraphen.

Zusammengefasst ist A gleich der Summe

der n Rechtecke von x = a bis x = b.
b b
A= Zy-da: = Zf(:r) ~dx

FUr n — «~ bzw. dx — 0 werden die Rechtecke zum “y-Strich”; die Summe aller
Rechtecke ist gleich der Summe aller y-Werte von a bis b. Das Summenzeichen
Yb_ . wird beim Grenzwertubergang zum Integralzeichen f: , das dx bleibt
erhalten.

Hier noch einmal zusammengefasst die Formel fur die Berechnung der Fldache in den

Grenzen von a his b:

A(a,b) = [ f(x)dx




Auch dies wollen wir uns naher ansehen.

Wir haben gesehen, dass wir die Flache, die links durch x = a, rechts durch x = b,

unten durch die Abszisse (x-Achse) und oben durch den Graphen der Funktion f(x)

begrenzt ist, berechnen konnen durch den Ansatz: A = f(f f(x) dx. Ausgerechnet wird

das dann durch:

A= [ f(x)dx = F(b) — F(a)

wobei F(x) eine beliebige Stammfunktion von f(x) ist.

Damit man die Stammfunktion und auch die Grenzen bequem hinschreiben kann, wird

noch eine weitere Schreibweise eingefuhrt. In dem Augenblick, in dem die

Stammfunktion aufgeschrieben wird, verwandelt sich das Integralzeichen mit dem

abschlielBenden dx in eckige Klammern, wobei die Grenzen an der zweiten Klammer

oben und unten angeschrieben werden, etwa so:

b
[ (@) de = [F(@)]\ = F(b) - Fla).

In einem Zahlenbeispiel sieht das dann so aus:

5

/3:13’2—4;L‘+5 do = [.1:3—2;1:2-1—51:];):(53—2-52—1-5-5)—(23—2-224—5-2)=...
2

3.1. Beispielaufgaben

Beispielaufgabe 1
Berechnen Sie die Flache, die durch den Graphen der Funktion

flx) = §:r.2 — 9z + 24

sowie die Ordinate (y-Achse) und die Abszisse (x-Achse) begrenzt ist. Fertigen Sie

eine Skizze an!




LOsung:

L &
P

Schritt 1:

Nullstellenbestimmung

Zunachst mussen die

.y
an

Schnittpunkte des
Funktionsgraphen mit der 1 A \
Abszisse (x-Achse)

=
—~
s

Va

d
/|

Py
berechnet werden. Dazu
) ] 3 X

wird die Funktion gleich Null
gesetzt.
flxo) = 0
zmg—9I0+24 =0 |-§
:rg — 1220 +32 = 0
Top = 6+£4/36—32
Torp = 642

xrop =4 Toz =8

Schritt 2: Flachenberechnung

Die Skizze zeigt, dass fur die gesuchte Flache die Nullstelle von Belang ist, die dichter
an der Ordinate (y-Achse) liegt, also hier xo1 = 4. Die untere Grenze ist dann die
Ordinate, die bei x = 0 liegt. Die Integrationsgrenzen sind damit O und 4.

Im untersuchten Bereich liegt f oberhalb der Abszisse, darum ist das Integral positiv

anzusetzen.
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A = ]“f(:r] dx

..tllg( m. Ansatz

= f —o* —9r + 24 dx

knnkrr'tr' Funktion

4
= :1? + 24z
-
btammfl mktion 0
\_(

1 1 . 9 . .
— - 424244 - 0P =20 +24-0
4 v2-4) = (300 =50 24-0)

>
obere Gre-nze eingesetzt untere Grenze eingesetzt

A = 40

— L. —

Die gesuchte Flache betragt: A = 40 FE

Beispielaufgabe 2
Gegeben sind die Funktionen mit den Funktionsgleichungen:

fi(x) =2x?-12x+14 und f2(x)=2x-6

Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden Funktionsgraphen. Skizzieren Sie die

zu berechnende Flache!

y
LOsung: 4
P
Zunachst mussen die Schnittpunkte der f1(x) fa(x)
beiden Funktionsgraphen berechnet = \ /
werden. Dazu werden die
. . 1 \2 3 4/ 5 X

Funktionsterme gleichgesetzt: —o p A

4

11



S (T';)

272 — 12z, + 14
222 — 14z, + 20
:zrf — T, + 10

Ts1/2

fa(s)

2, —6 | —2z,+6
0 |:2

0

7 A0 /

T, [0 %0

2 4 4
T

7.3

272

Tgog =D

Mit diesen beiden Schnittstellen kann nun der Ansatz fur die Flachenberechnung

gemacht werden. Die folgende Formel kann dafir verwendet werden:

A= [T fG) ~ fi(x)dx

Hierbei ist zu beachten, dass

« die untere Integrationsgrenze unten ans Integralzeichen und die obere oben ans

Integralzeichen gesetzt wird.

e die untere Funktion von der oberen subtrahiert wird.

In diesem Beispiel stimmen die Indizes zuféllig schon. Wir kbnnen die Werte also so

einsetzen, wie sie sind.

12



x3 obere ||ntc'|:cl

A:ffz ch

v

all;:,ouwmor Ansatz

= f (2z — 6) — (22% — 12z + 14) dz

L.

W
konkrete Funktionen und Grenzen

— f?;n —6—202 1+ 122 — 14 dz
9

= f—2w2+ 14z — 20 dx

Zusammenfassung

2
= { a® 4+ 7o — 20z
Lﬂ;anunI'un.knc-n 2
\_(

2. 2 .93 .
7-52—20- ) (— 3 +?-22—2{J-2)

i T
obere Gronze eingesetzl untere Grenzen einsetzt

A =9

Die gesuchte Flache betragt: A =9 FE

3.2. Aufgaben

Aufgabe 1
Der Graph der Funktion fi(x) = 0,5(x — 2)?+ 3,5 wird vom Graphen der Funktion

f2(x) = x + 3 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen!

Aufgabe 2
Gegeben ist die Funktion f(x) = x> — x — 12. Bestimmen Sie die Flache zwischen

dem Funktionsgraphen und der x-Achse!

13



Aufgabe 3
Gegeben ist die Funktion f(x) = 3x? + 18x + 24. Bestimmen Sie die Flache zwischen

dem Funktionsgraphen, der x-Achse und der y-Achse!

Aufgabe 4
Der Graph der Funktion fi(x) = x3 = 4x?+ 5x — 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = 2x2 - 4x + 1 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen!

Aufgabe 5

Der Graph der Funktion fi(x) = x* - 4x? + 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = =x2 + 7 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden
Funktionsgraphen!

Aufgabe 6
Der Graph der Funktion f1(x) = 2x2 — 3x + 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = x? + 2x — 1 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen.

Aufgabe 7

Ein Polynom 4. Grades hat zwei Tiefpunkte auf der x-Achse bei T1(0|0) und T2(4|0).
Der Funktionsgraph verlauft aul3erdem noch durch den Punkt P(2|240). Berechnen
Sie die Flache, die zwischen den beiden Tiefpunkten von dem Graphen von

f(x) und der x-Achse eingeschlossen wird!

Aufgabe 8
Ein Polynom 3. Grades hat einen Hochpunkt bei H(0|4) und einen Tiefpunkt bei
T(2|0). Berechnen Sie die Flache, die von der positiven x-Achse, der y-Achse und

dem Funktionsgraphen des Polynoms eingeschlossen wird!

Aufgabe 9
Eine Parabel (Polynom 2. Grades) verlauft durch die Punkte P1(1]| = 15), P2(4|12)

14



und P3(5]9). Berechnen Sie die Flache, welche die x-Achse mit dem Parabelbogen

als Begrenzung bildet.

Aufgabe 10
Ein Polynom 3. Grades f(x) hat einen Wendepunkt bei xw = 3 mit der
Wendetangente y = —6x + 22. Die y-Achse schneidet der Graph des Polynoms bei

yo = —32. Berechnen Sie die Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen von

f(x).

15



4. Rotationskorper

Eine (von vielen) Anwendungen der
Integralrechnung sind y
Rotationskorper. Darunter versteht

man Korper, die durch Rotation eines

Funktionsgraphen um die Abszisse (x-

Achse) entstehen. Man konnte sie auf
der Drehmaschine herstellen, indem

der Drehmeil3el den Funktionsgraphen
entlangfahrt.

Nebenstehend ist ein Beispiel dazu dargestellt. Die Oberkante stellt eine beliebige
Funktion f(x) dar. Durch Rotation um die x-Achse beschreibt dieser Funktionsgraph die
Oberflache des Drehkorpers. Links und rechts ist der Drehkorper durch einen

senkrechten Schnitt begrenzt.

4.1. Herleitung der Berechnungsformel

Nebenstehend ist der
Rotationskorper in der Seitenansicht
dargestellt. Die Oberkante stellt die
Funktion f(x) dar. Spiegelbildlich

entsteht dazu durch die Rotation die a{ X b X

untere Begrenzungslinie, die man ~—

durch -f(x) beschreiben g

konnte.

Nun stellt man sich vor, dass der Rotationskorper durch eine Anzahl zylinderférmiger
Scheiben angenahert wird. Eine solche Scheibe ist in der Skizze stellvertretend fur alle
gelb eingezeichnet. Ihr Volumen ist das Produkt aus ihrer Hohe — hier Ax — und ihrer

kreisformigen Grundflache. Dabei ist der Radius der y-Wert, der zum betrachteten

16



x-Wert gehdrt, an der die Scheibe betrachtet wird. Demnach kann die Kreisflache so

bestimmt werden:

Das Volumen der Scheibe ist dann:

AV =A - h=1.f(x) - AX

Das Volumen des Drehkdrpers kann man sich nun zusammengesetzt vorstellen aus
ganz vielen solcher Scheiben. Das Gesamtvolumen ist dann die Summe aller

Scheibenvolumen:

b b
V= ZAV(JS) = Z?T - fA(z) - Ax

Macht man nun den Grenzwertiibergang mit A" x — 0, damit das Ergebnis genauer

wird, dann erhalt man ein Integral.
V= lim Y2, 7 f2(x) - Ax = [Tm- f2(x) dx
Ax—0 a

Wenn man nun noch das  aus dem Integral herausnimmt, erhalt man

zusammengefasst die Formel fur einen Rotationskorper in den Grenzen von a bis b:

b
V=nm: Jf(x)zdx

Beispiele
Eine Parabel mit der

Funktionsgleichung f(x) = =x2+ 5x — 4

wird im Bereich zwischen den /\
Nullstellen um die xAchse rotiert, wie / : : \ 1 ~
nebenstehend dargestellt. Bestimmen W4 >

Sie das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers!

17



Losung: Zun&chst mussen die Integrationsgrenzen bestimmt werden. Das sind die

Nullstellen der gegebenen Funktion f(x). Dazu wird die Funktion gleich Null gesetzt.

f(.’lf() = 0
—22+brp—4 = 0 |- (—1)
x5 —brg+4 = 0

5 25

Toyz = FEN\ 4
5 3

Torj2 = 5 + 5

Togp = 1 Lo = 4

Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt, das Volumenintegral kann aufgestellt

werden.
vV o= ﬂ-f,fz(:lr) dz
4
= T /(*JJ2+5.’L‘74)2 dzx
1
4-
= - /T4—9T + 42® — 52% + 2522 — 202 + 42 — 202 + 16 dz
_1|
= ﬁ-/.?:4—10:1'3+33:::2—40:1:+16 dx
1
4
1 2
= m|zx ——1 Y112 — 2022 + 162
? 1
1 4 3 2 . L 5 5 4 3 2 .
= - = 774+114 —20-4°4+16-4| — ;-1"75-1 +11-1°—-20-1"+16-1
5 5
= 7-(12,8 -
= 7w-8,1
V 25.447

Ergebnis: Das Volumen betragt ungefahr 25,447 Volumeneinheiten.

18



Ein zylinderformiges Drehteil mit einer Lange von 60mm und einem Durchmesser von

20mm hat in der Mitte einen parabelférmigen Wulst, -~

wie nebenstehend dargestellt. Der Wulst ist 10mm

@320

breit und hat einen AuRendurchmesser von 35mm. T —— 7T — B

Das Drehteil soll aus Drehstahl S235JR mit der Dichte 6

p = 7,85 g/cm? gefertigt werden. Welche Masse hat das Drehteil?

Losung: Fur die Lésung muss man zunachst ein passendes Koordinatensystem in das

Drehteil legen. Dabei muss die Abszisse in die y

Rotationsachse gelegt werden. Wo die Ordinate

hingelegt wird, ist zweitrangig, es ist aber

zweckmalig, sie in diesem Beispiel genau in die Mitte

zu legen.

Der Rotationskorper kann nun in drei Teile zerlegt werden, das blau markierte Mittelteil
mit der parabelférmigen Begrenzungslinie und die beiden gelb markierten
zylindrischen Randstiicke. Diese Randstlicke kdnnen zu einem einzigen Zylinder mit
50mm Lange und 20mm Durchmesser zusammengelegt und separat auf klassische
Weise berechnet werden. Fur das Mittelteil kommt die Integralformel fur

Rotationskorper zum Einsatz.

Innerhalb der Rechnung wird in Millimetern gerechnet, die Einheit aber aus
Vereinfachungsgriinden weggelassen.

Nun ist aus den gegebenen Abmessungen die Funktionsgleichung fur die obere
Parabel zu bestimmen. Wegen der symmetrischen Lage zur Ordinate lautet die
allgemeine Form nicht: f(x) = ax? + bx + ¢ sondern: f(x) = ax?+ c. Da hierbei der
Parameter c den y-Achsenabschnitt darstellt, kann dieser Wert als halber

Durchmesser des Wulstes tibernommen werden:

o
<

c=—=17

2

Damit lautet die Funktionsgleichung: f(x) = ax?+ 17,5

19



Es muss nur noch der Parameter a bestimmt werden. Dazu kann man beispielsweise
den rechten oberen Randpunkt des Mittelteiles verwenden: P(5;10). Wir setzen diese

Koordinaten in die Funktionsgleichung fur” x und y ein:

f(xp) = yp
a-52+175= 10 |-175
25a = =75 |:25

a = -0,3

Hiermit lautet die Funkktionsgleichung: f(x) =—-0,3 x2+ 17,5

Jetzt kann mit dieser Funktionsgleichung das Volumen des Mittelteils bestimmt

werden.
g

Vivws: = 7- /fz(f) dax
— W.f(—[)_:}::rg—o— 17,5)2 dx
= - /0.09:1’1 —10,52% + 306,25 dx
= 7-[0,0182° — 3,52° + 306,252]"
= - ((0,018 -5° —3,5-5% 4+ 306,25 - 5) — (0,018 - (=5)° — 3,5 - (—5)* + 306,25 - (—5}))
= - (1 150—(—1150))

Viwwse = 23007

Das Gesamtvolumen der beiden (gelb markierten) Zylinder wird berechnet:
VZyI = IT7- r2 . h
=17 - 102 50 Vzy = 5000717

Das Volumen des gesamten Drehteils ist dann die Summe beider Teilvolumen.
V = VZyl + VWulst

= 5000 + 23001
vV = 7300mr
V = 22994

Das Volumen betragt: V = 22.994 mm3

20



Jetzt kann die gesuchte Masse berechnet werden.

m = p-V
= 0 37,85 —_3-22994mm cm
180,029¢g

Q

m

Zusammengefasst: m = 180,029 g

4.2. Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der sich ergibt, wenn der

Funktionsgraph der Funktion y

f(x) = -x2+6x -5

um die Abszisse (x-Achse) rotiert. Die linke

und rechte Begrenzung des Korpers ergibt
sich durch die Nullstellen der gegebenen
Funktion f(x).

Aufgabe 2
Berechnen Sie das Volumen des Elipsoides, der sich ergibt, wenn der Funktionsgraph

der Funktion y
f(’f.-‘) — \/__,1,:2 + Qp — -

4 4

X
um die Abszisse (x-Achse) rotiert. Die linke v

und rechte Begrenzung des Korpers ergibt

sich durch die Nullstellen der gegebenen Funktion f(x).
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Aufgabe 3

Eine Blechschiissel mit einem parabelformigen Querschnitt hat einen Durchmesser
von 40 cm. Die zugehdorige Funktionsgleichung in der y
Einheit Dezimeter lautet:

f(x) = 0,25x?

Wieviele Liter Wasser kénnen darin eingefillt werden?

Aufgabe 4
Berechnen Sie das Volumen des Rotationskdrpers, der sich ergibt, wenn der

Funktionsgraph der Funktion y

f(x) = x3— 9%+ 24x - 16

um die Abszisse (x-Achse) rotiert. Die linke

und rechte Begrenzung des Korpers ergibt

sich durch die Nullstellen der gegebenen Funktion f(x).

Aufgabe 5
Berechnen Sie das Volumen des y

Rotationskorpers, der sich ergibt, wenn der

Funktionsgraph der Funktion X

f(x) = x* - 8x3+ 16x2

um die Abszisse (x-Achse) rotiert. Die linke und rechte Begrenzung des Korpers

ergibt sich durch die Nullstellen der gegebenen Funktion f(x).
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Aufgabe 6

I
Eine Riemenscheibe soll fur den Flachriemenantrieb eines

mechanischen Hammers im Schmiedemuseum angefertigt werden.

Die Riemenscheibe hat eine Dicke von 100mm. Der

Aulendurchmesser betragt 800mm. In der Mitte hat sie eine 10
Bohrung mit einem Durchmesser von 100mm. Hier wird sie aufdie g [ | | g
Antriebswelle des Hammers aufgesetzt. Die Riemenscheibe soll S o §
aus Gusseisen mit einer Dichte von é

p = 7,2 g/lcm?3 gefertigt werden.

Bekanntlich muss eine Riemenscheibe fur Flachriemen am | |

AuRendurchmesser eine ballige Kontur aufweisen, damit der Riemen nicht abspringt.
Der Durchmesser am Rand dieser Kontur betragt 750mm. Die Kontur wird durch
folgende Funktion beschrieben:

f(x) =ax*+b

Diese Funktion gilt fir den Fall, dass das Koordinatensystem mit der

Abszisse (x-Achse) auf die Rotationsachse und die Ordinate (y-Achse) mittig in die
Riemenscheibe gelegt wird. Die Einheit ist dabei Millimeter.

Welche Masse hat die Riemenscheibe?

Aufgabe 7
Fir den Anschluss einer Goubeau-

Leitung wird ein Trichter mit einer

exponentiellen Innenform bendtigt.

Dieser Trichter mit einer Lange von

0
260

400mm soll aus Messing hergestellt S H

" @300

werden. Die AuRenkontur des Trichters

ist ein Pyramidenstumpf mit 60mm

Durchmesser am linken und 300mm

Durchmesser am rechten Rand. Die

verwendete Messinglegierung CuZn5 hat eine Dichte von p = 8,86 g/cm3.

23



Der Trichter beginnt links mit einem Innendurchmesser von10mm und endet rechts mit

gleichem Innen- und AuRendurchmesser.

Legt man das Koordinatensystem mit der Abszisse auf die Rotationsachse und die
Ordinate auf die linke Randflache, dann hat die Funktionsgleichung fur die Innenkontur
diese Form:

f(x) = a - ebx

Bestimmen Sie die Masse des fertigen Goubeau-Exponentialtrichters!
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5. Losungen der Ubungsaufgaben

5.1. L&ésungen zu 3.2.

a)f3-cosxdx=3-sinx+c
b)fe -exdx =e-ex + ¢

c) . [ - sinxdx = —m - cosx + ¢
/ l51:2 — 1:L' +e2dr = 1:,z:3 — 1:L'2 +er+e
d /3 2 9 4

e) [15dx = 15x + ¢

f)f8x3dx = 2x4 + c

g) [6x2 + 4x — 3dx = 2x3 + 2x2 — 3x + ¢
h) f2372—6x—12d:1:: g,r3—3:172—12m+c

i) -[%dm'/Sx_Sdmix_gﬁ-c—i—i—c

-2 222

) /§d$=51n]$+c

32 3r 32
S dr= [ Zdr= 2= .
Y B A T
bRl Sz 1_8 .3
2 7 ) 2 2 4 2
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5.2. Lésungen zu Aufgabe 1
a)

Der Graph der Funktion fi(x) = 0,5(x — 2)?+ 3,5 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = x + 3 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden
Funktionsgraphen!

Zunachst mussen wir die Schnittstellen der beiden Funktionsgraphen bestimmen.

Dies geschieht duch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen.

fi(xs) =
0,5(xs— 2)2+3,5 =

015()(25_ 4XS+ 4) + 315 — f?(;;r]s)

Ts+ 3
0,5x%— 2Xs+2 +3,5 = Tat3
rs+3 |—zs—3
0.5x% - 3xs+ 2,5 -2
= 0 x2
* 1V0-5
O0xsli2= 4, =5
3 xsl/2 = 3

x1=1

Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt.
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P

N\ .

1 ) 3 4 AE:

Ein Blick auf die Skizze zeigt, dass im Bereich zwischen 1 und 5 f2 die obere und f1
die untere Funktion ist. Damit kénnen wir die gesuchte Flache als bestimmtes

Integral ansetzen.
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)
ro

A = [ fale) = file) de

(x+3) — (O, 5(x —2)* + 3, 5) da

Il
o '_‘k“'-.v.n =

- ]:1:+3—((],5:E2—2:r+2+3,5) da
1

= /:c+3—0,5$2+2$—5,5dx

1
= [—01 52% + 32— 2,5 dx
1

05, 8
2,

A:

IDie gesuchte Flache betragt ca. 5,333 Flaacheneinheiten |

b)
Gegeben ist die Funktion f(x) = x> — x — 12. Bestimmen Sie die Flache zwischen

dem Funktionsgraphen und der x-Achse!

Zunachst mussen die Schnittstellen des Funktionsgraphen mit der x-Achse

berechnet werden.
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f (o) 0
xi — 19— 12 0
1 /1
.’L'01/2 = 5 + Z + 12
1 1 48
11301/2 = 5 :IZ Z -+ Z
1 49
Tore = § + z
1 7
Tor/2 = 2779
Tor = —3 Tor = 4

Damit sind die Integrationsgrenzen bekannt.

NS e e

Der Formfaktor a = +1 ist positiv, die Parabel ist also nach oben geotffnet. Deshalb
muss die Flache unterhalb der x-Achse liegen. Daher ergibt der Ansatz mit dem
bestimmten Integral einen negativen Wert. Wir missen daher beim Ansatz ein

Minuszeichen einflgen.
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A = — 72f(£) dax

o1
4

= —11132—.1?—12(1:1)
e

1. 1 4
= — [.rd — — - 12.7;]
3 2 _3

[ doeo)- G-

- (104 45)

3 2
343
= — ~57. 167
6 ?
4L B3
6 FE

IDie gesuchte Flache betragt ca. 57,167 Flacheneinheiten|
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c)
Gegeben ist die Funktion f(x) = 3x? + 18x + 24. Bestimmen Sie die Flache zwischen

dem Funktionsgraphen, der x-Achse und der y-Achse!

Zunachst mussen die Schnittstellen des Funktionsgraphen mit der x-Achse

berechnet werden.
flzo) = 0
3v5+ 1870 +24 = 0 |:3
:L‘% +6xg+8 = 0
1‘01/2 = 3% \/9——8
Torp = —3x1
Ty = —4 Toa = —2
Damit sind die moglichen Integrationsgrenzen bekannt. Ein Blick auf den
Funktionsgraphen zeigt, dass der rechte Schnittpunkt mit der x-Achse x1= -2 als
untere Integrationsgrenze verwendet werden muss. Die obere Grenze ist die

y-Achse, also x2 = 0. Die linke Nullstelle bei xo1 = —4 liegt zu weit ab.

a ;42

| 1
\ /A 1
o)
P1
L X
-4 -3 -2 -1
=5
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Die Flache liegt oberhalb der x-Achse. Daher ergibt das bestimmte Integral einen

positiven Wert, es muss also kein Minuszeichen eingeftigt werden.

A = jqf(zz) dz

. /3$2+18x+24 dr
~2

= {13 +92° + 24;17] [12
= (0°+9-02+24-0) — ((-2)* +9- (-2)* + 24+ (-2))
= 0—(—20)

A = 20FE

IDie gesuchte Flache betragt 20 Flacheneinheiten
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d)
Der Graph der Funktion f1(x) = x3 — 4x? + 5x — 3 wird vom Graphen der Funktion

f2(x) = 2x2 - 4x + 1 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen!

Schnittpunktberechnung: Zunachst missen wir die Schnittstellen der beiden
Funktionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der
Funktionsgleichungen.

fl(Xs) = fZ(Xs)

X3s—4x2s+ = 3 = 22 —dap+ 1| —227 + 42, — 1
Bxs-3x3s- = 4 = 0

6X2s + 9xs —

4

Ein analytisches Losungsverfahren fur kubische Gleichungen haben wir nicht zur
Verfigung. Wir kdnnen jedoch durch planvolles Probieren eine Losung bestimmen
und dann den Funktionsterm faktorisieren. Wenn es ganzzahlige Lésungen gibt,
dann sind das Teiler des absoluten Gliedes. Es kommt also nur £1, +2 und %4 in

Frage.

Wir finden schnell die Losung xs1 = 1. Mit Hilfe der Polynomdivision kdnnen wir

(xs — 1) ausklammern.

28 — 622 + 9z, — 4 = (1% — 5z + 4) (xs — 1)

Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wir missen also fur weitere

Nullstellen nur noch den ersten Term untersuchen.
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22 — brg + 4 0

5) [25

Ts2/3 2 + 1 4
5] 25 16

Ts2/3 B} + 1
5 9

Ts2/3 5 == i
5,3

Ts2/3 5 §

Tep =1 Te3 = 4

Bei x = 1 liegt eine doppelte Nullstelle vor, wir haben also tatséachlich nur zwei
gemeinsame Punkte der beiden Funktionsgraphen. Damit sind die

Integrationsgrenzen als x1 = 1 und x2 = 4 bekannt.

Werfen wir einen Blick auf die Funktionsgraphen, dann kénnen wir sehen, dass in
diesem Bereich der Graph der Funktion f2 oberhalb des Graphen der Funktion f1
liegt. Damit kdnnen wir das bestimmte Integral zur Flachenberechnung mit

f2(x) — f1(x) ansetzen.

y /
P>
1
| /£
A\ 5 fZ/
A/fl
N e /
U%/ # 3
/|
/—b
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Flachenberechnung:
4
A = [ @) - file) do

1
4

- f(2m2—493+1) —(2* —4a® + 52— 3) da
1
4

= f2;n2—4$+1—:L'3—|-4:I:2—5:L‘+3 dax

4
= / —2* + 627 —9r + 4 dx
1

9 4
xt + 223 21'2 + 44:]

1
4 1
1

A = 6, 75FE

IDie gesuchte Flache betragt 6,75 Flacheneinheiten.|

9 1
- 2.4% - = .47 4-4)(-14 2.1% —
(4 * SR TR
1,2
8 —
6

9
=.12 4-1)
5 +

36



e)
Der Graph der Funktion fi(x) = x* — 4x* + 3 wird vom Graphen der Funktion

f2(x) = =x2 + 7 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen!

Schnittpunktbestimmung: Zunachst mussen wir die Schnittstellen der beiden
Funktionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der

Funktionsgleichungen.

fl(Xs) = fZ(Xs)
X*=4x2+3 = -x*+7 |+x*-
X4 -3x2-4 = 7
0

Diese biquadratische Gleichung l6st man durch Substitution. Wir ersetzen
vorubergehend: x?= z
Dadurch erhalten wir eine quadratische Gleichung mit z.

2 —32—4 = 0

3 9 16
A= g F gty
3 .5
.21/2 = §:|Z§
8
2 2

Beim Zuriick-Substituieren entféllt die Losung fir zz = -1, da die Quadratzahl einer

reellen Zahl nicht negativ sein kann. Fiihren wir das also fur z1 durch.

2
x = 21

= 4 I/
Ty = E2
T = —2 Ty = 2

Zwischen diesen beiden Werten liegt also die zu bestimmende Flache.
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f2

f1

Flachenberechnung: Aus der Skizze erkennt man, dass die Flache unten von f1
und oben von f2 begrenzt wird. Entsprechend ergibt sich folgender Ansatz:

A = /f2(5‘7) — fi(z) dz
(—:E? + 7) — (I4 — 4z? + 3) dx

+7—2*+42° -3 dx

—z' + 322 + 4 dx

|

rlok"--‘,w ll}k'\-\w 'li‘k'“‘sw
\
8

1. 2
= [——I“’+$3+4x]

5 2
= ;-25+23+4-2)(;-(2)5+(2)3+4-(2))
= (—6,4+8+8)—(6,4—8—38)

A = 192FE

IDie Flache betragt A = 19,2 Flacheneinheiten|
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f)
Der Graph der Funktion fi(x) = 2x2 — 3x + 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = x?+ 2x — 1 geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen!

Schnittpunktbestimmung: Zunéchst missen wir die Schnittstellen der beiden
Funktionsgraphen bestimmen. Dies geschieht duch Gleichsetzen der
Funktionsgleichungen.
filzs) = fa(ws)
20° —3r+3 = 2*+20—-1 |—2*—-22+1
2 —br+4 = 0

H-
|
|
|

T2 =

(2 B R |
e

I
L]
H

171:]_

2

“
2
. V4

/-

=

\
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Flachenberechnung: Aus der Skizze erkennt man, dass die Flache unten von f1

und oben von f2 begrenzt wird. Entsprechend ergibt sich folgender Ansatz:

/ fa(z ) dx
4

= f 2+ 20 — 1 (2;172 — 3z + 3) dx
1
22+ 20 —1—222+3r —3dx

—2?+ 5 —4 dx

— T

1
4

1., 5
= [—gLI,'J-FEJTQ—il:I:]]
1 5 1 4 5
= (—=-43 —-42—4-4)—(——-13 --12—4-1)
(3 T3 570 3
64 1 5
= ([——=—4+40—-16) - (—=+=—-4
(5 +a0-19)-(5+3-9)
8 ( 11)
3 6
A = 45FE

IDie Flache betragt A = 4,5 Flacheneinheiten|

9)
Ein Polynom 4. Grades hat zwei Tiefpunkte auf der x-Achse bei T1(0|0) und T2(4/0).

Der Funktionsgraph verlauft auRerdem noch durch den Punkt P(2|240). Berechnen
Sie die Flache, die zwischen den beiden Tiefpunkten von dem Graphen von
f(x) und der x-Achse eingeschlossen wird!

Aufstellen der Funktionsgleichung: Ich stelle das Polynom in allgemeiner Form
sowie die erste Ableitung dar, bevor die Bedingungen aufgestellt werden.
f(x) = ax*+bx3+cx?+dx+e

f'x) = 4ax3+ 3bx?+ 2cx + d
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Punkt (0]|0) =f0)=0 =(1)0a+0b+0c+0d+e 0

Punkt (4|0) = f0(4)=0 = (2) 256a +64b + 16c+4d +e 0
Tiefpunkt beixai=0 =f0(0)=0 = (3) 0a+0b+0c+d
Tiefpunkt beix2=4 =f(4)=0 = (4)256a + 48b + 8c + d 0
Punkt (2]240 = f(2) =240 = (5)16a+8b+4c+2d +e 0
Aus Gleichung (1) und (3) folgt sofort: 240
1) e =0
3 d =0

Ubrig bleibt ein Lineargleichungssystem 3. Ordnung:
(2) 256a +64b +16¢C
(4) 256a +48b +8c
(5) 16a +8b +4c = 240

Mit einem beliebigen Losungsverfahren erhalt man:

1 I
o O

a=1
=-12
c=24
Damit lautet die Funktionsgleichung: f(x) = 15x* — 12x3 + 240x2
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Flachenberechnung: Die Integrationsgrenzen 0 und 4 sind bereits durch die
x-Koordinaten der Tiefpunkte bekannt. Daher kann die Flache direkt angesetzt

werden.

&
o

) dx

e
Il
S
pnd
=

152 — 1202% + 24022 dz

I
5 S — .

w

2% — 302" -}-80:173]3

3-45—30-44+80-43) . (3-05—30-04+80-03)
3072 — 7680 + 5120) — 0

12

|
T~

A =

ot

|[A=512 Flacheneinheiten|
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h)
Ein Polynom 3. Grades hat einen Hochpunkt bei H(0]|4) und einen Tiefpunkt bei
T(2|0). Berechnen Sie die Flache, die von der positiven x-Achse, der y-Achse und

dem Funktionsgraphen des Polynoms eingeschlossen wird!

Aufstellen der Funktionsgleichung: Ich stelle das Polynom in allgemeiner Form

sowie die erste Ableitung dar, bevor die Bedingungen aufgestellt werden.

f(x) = ax3+bx?+cx+d

f(x) = 3ax?+2bx+c
Punkt (0/4) =>f(0)=4 = (1) 0Oa+0b+0c+d= 4
Punkt (2/0) =>f2)=0 =(2) 8a+4b+2c+d= 0
Hochpunkt bei x1 =0 = f(0) =0 = (3) Oa+0b+c= 0
Tiefpunktbeixr=2 =f(2)=0= (4) 12a+4b+c = 0

Aus Gleichung (1) und (3) folgt sofort:

1 d 4
3 c =0

Setzt man diese Ergebnisse in (2) und (4) ein, erhalt man ein

Lineargleichungssystem 2. Ordnung, das ich anschlielend mit einem beliebigen

Verfahren, beispielsweise mit dem Additions-/Subtraktionsverfahren lésen kann:

(2) 8a +4b = —4 |
(4) 12a +4b = 0 |-
@ @) —da = 4 ()
a = 1

Das Ergebnis setze ich in (4) ein:

12-1+4b = 0 |-12
4b =-12]:4b
= -3
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Die gesuchte Funktion lautet:f(x) = x3 — 3x2 + 4
Nullstellenberechnung:
flro) =0 = ad-322+4=0

Durch planvolles Probieren erhalte ich die Losung:
Xo1= 2

Weitere Nullstellen finde ich, nachdem der Funktionsterm mit Hilfe einer

Polynomdivision faktorisiert wurde. Man kann immer (X — Xo) ausklammern, hier

also (x — 2).
(3 —3a2? +4) : (x—2) = 2*—2x—-2
—(2* —22%)
—* +4
— (=2*  +2x)

—2r +4

— (—2x +4)

0

Weitere Nullstellen finden wir als Nullstellen des Ergebnisterms.

2?—x—-2 = 0
1 1 8
Toyz = 52*:- 171
1 3
LIIQ:*]. 1322

x3 = 2 ist identisch mit x1 = 2, wir haben tatsachlich also nur zwei Nullstellen. Da die
positive x-Achse eine Begrenzungslinie ist, kommt nur x1 = 2 als

Flachenbegrenzungspunkt in Frage, wie auch die Skizze erkennen lasst.
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P1

N

Flaachenberechnung: Die Flache stellt sich demnach als Integral unter der Kurve
von O bis 2 dar.

2
A = /f(T)dT
0
2
= j$3—3$2+4d$
0
= 14—2234-41‘]2
A 0
_ (1-2423+4-2)(1-0403+4-0)
4 4
= (4-8+8)—-0
A = 4FE

|A=4 Flacheneinheiten|
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i)
Eine Parabel (Polynom 2. Grades) verlauft durch die Punkte P1(1| — 15), P2(4]|12)
und P3(5|9). Berechnen Sie die Flache, welche die x-Achse mit dem Parabelbogen

als Begrenzung bildet.

Aufstellen der Funktionsgleichung: Die allgemeine Form fur ein Polynom 2. Grades
lautet:

f(x) =ax?+bx +c

Die drei gegebenen Punkte ergeben drei Bedingungen, aus denen ein

Lineargleichungssystem erstellt werden kann.

(1) fl) = -15=a+b+c =-15
2) f4) = 12 =16a+4b+c = 12
(3) f6) = 9  =25a+5bh+c = O

Zusammengefasst sieht unser Lineargleichungssystem also so aus:
(1) a +b +c = —15
(2) 16a +4b +c = 7
(3) 25a +5b +c 9

Zur Losung kann nun jedes beliebige Losungsverfahren verwendet werden. Da der

Parameter c in jeder Gleichung allein vorkommt, bietet es sich an, die Gleichungen
paarweise voneinander zu subtrahieren, damit wir zwei Gleichungen ohne c

erhalten.

(4)=(2) - (1) 1a +3b
(5)=(3) - (1) 2a +4b =

1l
N

|
N

Fur den néchsten Schritt verwende ich willktrlich das Einsetzungsverfahren. Ich

|6se Gleichung (4) nach b auf und setze den Term in (5) ein.

(4) 15a+3b = 27 |-15a

3b=27-15a|:3b
=9 -5a
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Eingesetzt in (5):
24a + 4b = 24

24a+4-(9-5a) = 24

24a+36-20a = 24 |-36
da = -12|:4
a= -3

Das Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (4) eingesetzt.

b =9-5a=9-5-(-3)=24

Nun werden beide Ergebnisse in (1) eingesetzt. (Auch jede andere Gleichung ware
hier moglich.)

(1) a+b+c = —15

—3+24+c = —15
2+4+c¢ = —15 |—21

c = —36

Damit lautet die Funktionsgleichung:|f(x) =— 3x?+ 24x — 36

Nullstellenbestimmung: Zur Nullstellenbestimmung wird der Funktionsterm gleich
Null gesetzt.

flzo) = 0
—3x3 + 24z — 36 0 | : (=3)
z3 — 8xy + 12 0
:“:D]/‘Z = 4+ vV 16 —12
.’IID]/Q = 4+2

xop = 2 To2 = 6

Mit diesen Werten kann der Funktionsgraph skizziert werden.
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P1 P

Berechnung der Flache: Die Funktionsgleichung und die Nullstellen sind bekannt.

Damit kann das Integral zur Flachenberechnung aufgestellt werden.

A = /f(:r:) dz

2

6
- / —32% + 242 — 36 dx

o+ 124 — 362
= (—6*+12-6°—36-6) — (—2°+12-2* — 36 -2)
— 0 (-32)

A = 32FE

Die gesuchte Flache betragt: A = 32FE

)

Ein Polynom 3. Grades f(x) hat einen Wendepunkt bei xw = 3 mit der
Wendetangente fi1(x) = —-6x + 22. Die y-Achse schneidet der Graph des Polynoms
bei yo = —32. Berechnen Sie die Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen

von f(x).

Aufstellen der Funktionsgleichung: Bendtigt wird die Grundfunktion sowie die ersten

beiden Ableitungen des Polynoms.
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f(x)
f(x)
7 (x) = 6ax+2b
Aus dem Wendepunkt bei xw = 3 erhalt man:

axd+bx2+cx +d

3ax?+ 2bx + ¢

(1)f'(3) =0=>6a-3+2b=0

Die Wendetangente liefert gleich zwei Bedingungen — den y-Wert am Wendepunkt
und die Steigung dort. Diese Werte bestimme ich vorab.

fi(3)=-6-3+22=4
fi’(3)=m=-6
Mit diesen Werten kdnnen nun die Bedingungen aufgestellt werden.

(2) f3) = fi3) = a-3F+b-F+c-3+d = 4
3) f'(3) = fi(3) = 3a-32+2b-3+c = —6

Die letzte Bedingung liefert der y-Achsenabschnitt.

4) f0) = -32=>a-03+b-0%+c-0+d =-32

Fasst man die Gleichungen zusammen, erhalt man folgendes Gleichungssystem 4.
Ordnung:

(1) 18a+2b =

(2) 27a+9b +3c +d =

(3) 27a+6b +c = -6
(4) d = -32

Aus Gleichung (4) ist d schon bekannt. Der Wert wird sofort in (2) eingesetzt. Bringt
man in Gleichung (2) den eingesetzten Wert von —32 sofort auf die andere

Gleichungsseite, erhalt man folgendes Gleichungssystem 3. Ordnung:
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(1) 18a +2b =0
(2) 27a +9b +3c = 36
(3) 27a +6b +c = -6

Fur die weitere LOosung ist es glnstig, dass ¢ nur in zwei Gleichungen vorkommit.

Man sollte also versuchen, die Variable ¢ zuerst zu eliminieren. Dies kdnnte mit

dem Einsetzungsverfahren, aber auch mit dem Additions-/Subtraktionsverfahren

durchgefiihrt werden. Ich entscheide mich fur letzteres und dividiere dazu

Gleichung (2) durch 3. Dann™ kann (2) von (3) subtrahiert werden.

(2) 27a +9b +3c = 36 |:3
(3) 27a +6b +c = —6

(2) 9a +3b +c = 12 |-
(3) 27a +6b +¢ = —6 |
(5) 18a +3b = —18

Mit Gleichung (1) und (5) bleibt nun ein Gleichungssystem 2. Ordnung Ubrig.

(1) 18a +2b
(5) 18a +3b

0
-18

Hier bietet sich sofort das Subtraktionsverfahren an, da die Koeffizienten von a

gleich sind.

Das Ergebnis setze ich in (1) ein.

(1)

(1) 18a +2b = 0 |-

(5) 18a +3b = —18 |

(6) b = —18

18a +2b = 0

18a + 2b = 0
18a + 2 -(-18) = 0
18a— 36 = 0 |+36
18a = 36 |:18
a = 2
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Zur Bestimmung von c verwende ich die umgestellte Gleichung (2).

(2) 9a+3b+c = 12
9-243-(—18)4+¢ = 12
18 —5d+c _
—36+c¢ 12
c = 12 |+
= 48 36

Hiermit lautet die Funktionsgleichung  ff(x) = 2x*— [18xP |+ 48x+ 32|

Nullstellenbestimmung:

f(xo) =
2:1':8 — 18;’1:8 +4819—32 = 0=0]:2
xy — x5 + 24xg — 16 = 0

Da wir kein analytisches Losungsverfahren fir eine kubische Gleichung haben,
muss eine Losung durch planvolles Raten ermittelt werden. Man erhélt so z. B. Xo1 =
1. Damit ist eine Polynomdivision moglich.

(g =925 +24x0 —16) : (x9—1) = x3 — 10z + 16
i)

—8x5  +24x;  —16)

(—8x§  +8m)

16.’1)[) *16
— (16.’1)[) *16)
0

Alle weiteren Nullstellen liegen jetzt in dem Ergebnisterm.
23 —8rp+16 = 0

.’I.'[}Q/3 = 4+ V 42 — 16
= 40
Toz = 4
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Mit diesen Werten kann der Funktionsgraph skizziert werden.

y

N
——

5 P
/L 2 3 P2 5 X

i |

Berechnung der Flache: Die Funktionsgleichung und die Nullstellen sind bekannt.

Damit kann das Integral zur Flachenberechnung aufgestellt werden.

A = /f(a:) da

To1

4
- ]23:3 _ 1822 + 487 — 32 du
1

1 4
= [—3;4 — 62 + 242°% — 32.:(:]
1

2
1 1
= (5-44—6-43+24-42—32-4)—(5-14—6-134-24-12—32-1)
13,5)
= 0—(—

A = 13, 5FE

Die gesuchte Flache betragt: |A = 13,5FE
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5.3. Lésungen zu 4.2.

Zunachst mussen die Nullstellen der Funktion bestimmt werden,
flzo) = 0
—22+6xp—5 = 0 |- (1)
22 —6rg+5 = 0
IL’{]I/Q = 3+v9-5
T = 32

zor =1 Toz =D

Hiermit sind die Integrationsgrenzen bekannt, das Volumenintegral kann aufgestellt

werden.

V:

5

b

= ﬂ-/(—a‘2+6x—5)2 dz
1

5

= - [174 —62% 4+ 5x% — 623 + 3622 — 30z + 527 — 30z + 25 dx

1

. . 46 1. . 46 _
-5"—3-54+?-53—30-52+25-51—[3-1"—3-14+?-13—30-12+25-1D

512
T
Vo~ 107.233

Das Volumen betragt: V = 107,233 VE

Aufgabe 2
Zunachst mussen die Nullstellen bestimmt werden. Diese stellen die

Integrationsgrenzen dar.
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flzg) = 0

\/—%;1:{2]—#2;1:0—; = 0 ()2
—%;1:%—#2%—5 =0 |- (—4)
i —8x0+T7 = 0
:1’.-'01/2 = 4+ vV 16 — 7
Torj2 = 443
o =1 T2 =T

Hiermit kann das Volumen Uber die Integralformel bestimmt werden.”

b
V = Tr/fQ(T) dz
7

2

‘ 12 2 ! 1
/ _Z$+T_Z dx

1
7

J— 1, ‘2 + 2, ~ 7 l
= T 4.1’, W 1 ar
1

r 7
1 . 7
= T ——-:133-|-:E2——-;1:]

B 98 10
T 12

108

12

V o~ 28,274

Il
=)

=

Das Volumen betragt: V = 28,274 VE
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Aufgabe 3
Die parabelférmige Schussel hat fur die Anwendung der Integralformel nicht die
richtige Lage. In der angegebenen Form erfolgt die Rotation um y f1

die Ordinate (y-Achse). Die Integralformel verlangt jedoch eine

Rotation um die Abszisse (x-Achse). Eine Spiegelung an der X
45°-Achse im ersten Quadranten muss durchgefuhrt werden.
Dies geschieht durch Bilden der Umkehrfunktion f71(x).

Mit der Umkehrfunktion erhalten wir den nebenstehend dargestellten

Verlauf des Funktionsgraphen.

0,25y = =« | -4
y: = dov |/
y = +4x

f @) = Vi

Beim Ziehen der Wurzel kommt die positive und die negative Wurzel in Betracht. Da
eine Funktion aber rechtseindeutig sein muss (ein eindeutiges Ergebnis liefern

muss), entfallt fir die Umkehrfunktion das Minuszeichen.

Die Integrationsgrenzen werden bengétigt. Die untere mit a = 0 ist bekannt, die obere
kann mit Hilfe des Schiisseldurchmessers bestimmt werden. Bei einem
Schisseldurchmesser von d = 40cm = 4dm betragt der Schiisselradius 2dm. Dies ist

der Funktionswert an der oberen Integrationsgrenze b.

1) = 2

Vd-b o= 2 ()

4.b = 4 |:4
b o= 1

Hiermit kann nun das Volumenintergal aufgestellt werden.
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(f_l (J)) i dx
(\/ﬂ)z dx

= w- [ dx dx

\"‘-\_. D\H 2 \Q_

S 10

- W-([Q.ﬂ_[z.oﬂ)
= 71-(2-0)
V =~ 6,283

Das Volumen betragt: V = 6,283l
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Aufgabe 4

Zunachst werden die Nullstellen bestimmt.

I
o

f(xo)

X200 — 9x%0 + 24%0— 16

I
o

Da es sich um ein Polynom dritten Grades handelt, ist eine analytische Losung nicht

moglich. Durch planvolles Raten erhalt man z. B. diese Losung:
Xo1=1

Damit ist eine Polynomdivision mdglich. Es wird dividiert durch (x — Xoz).
(g —923 +24a9 —16) : (zg—1) =22 — 8z + 16

—(x2  —mp)
“8a2  +2dw, 16
— (*8.}78 +8x0)
162, —16
—  (16zp —16)
0

Ubrig bleibt ein Polynom 2. Grades. Dessen Nullstellen kénnen mit Hilfe der
p-g-Formel bestimmt werden.
xy—8rg+16 = 0
LI}'DQ/;} = 4+ vV 42 — 16
51702/3 = 440
Loz = 4

Damit kann das Volumen mit Hilfe der Integralformel bestimmt werden.
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b
f(x) dx
= -

(.’L‘S — 927 + 241 — 16)2 dx

2% — 182" + 1292" — 4642° + 8642” — 768z + 256 du

Th— e T YT

L 6 129 4 4 3 2
?:1: — 3z +T:E°+116:r + 288x° — 384x° + 256z
5

I
=)
| — |

1

L 6 129 o 4 3 2
= 7 (|5 47— 40+ 44 116 4" + 288 47 3844742564 ..
J

1 6, 129 4 4 3 2
o E T80 17 11611 288 17— 384 124256 - 1| )
3]

7
- 2081792 10463
-7 35 35
2071329
T
V o~ 185922

Das Volumen betragt: V = 185.822 VE

Aufgabe 5
Zunéachst werden die Nullstellen bestimmt.
f(xo) =0
x — 8} + 1622 =0

tg - (x5 —8rp+16) = 0=0
Ein Lehrsatz sagt: Ein Produkt ist Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Aus dem

ersten Faktor ergibt sich sofort:
Xo1=0

Zur Bestimmung der weiteren Nullstellen muss nur noch der zweite Faktor untersucht

werden.
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x5 —8xg+16 = 0

Lo2/3 = 4+ vV 42 — 16
Loz — 4

Mit diesen beiden Werten stehen die Integrationsgrenzen fest. Damit kann das

Volumen mit Hilfe der Integralformel bestimmt werden.

b
vV = ’N/fz(lf‘) dz
4
= - / (:1:3 — 8:1:3 + 16:1:3)2 dx

0
4
= - /:1:8 — 1627 + 962° — 2562° + 2562* dx

0
1 96 . 128 , 256 .|
B W'[5""”)‘””7*’5’—?'v’?*’*%'f’h
1 96 - 128 . 256 .
S | =R DL I U 45 f()
= (|3 PP B ]
131072
315

V o~ 1307222

Das Volumen betragt: V = 1307,222 VE

Aufgabe 6
Zunachst muss die Funktion fir die Kontur der Riemenlaufflache bestimmt werden.

Die allgemeine Form der Funktion lautet:
f(x) =ax*+b
Bekannt sind zwei Punkte der Funktion: in der Mitte und am Rand.

400=>a-0*+b = 400 = b=400
375 =>a-50*+b= 375

(1) f0)
(2) f(50)
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Aus Gleichung (1) haben wir sofort b = 400 erhalten. Das kann in Gleichung (2)
eingesetzt werden.
a-50*+b = 375

a - 6250000 + 400 = 375 | — 400
6250000a = —25 | - 6250000
- 1
¢ T 7230000
Damit lautet die Funktionsgleichung:
4 /
r)=— -x + 400
1@ =~555000 ¢ +

Als nachstes berechne ich das Volumen der Rolle"Vr ohne die Bohrung mit Hilfe der

Integralformel.
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b
Ve = 7- / f(z) dz
50

= ! 44400 Qd‘
- W'/ ~250000 © T ‘

—50
50

1 2
= : I . ) ::4 1 .
" f 62500000000 © gz © 100000 da
50
50
- 1 O 474160000
~ 7562500000000 3125 " i
N 1 50° — . 50° + 160000 - 50
N W'( 562500000000 3125 ° S50
- 1 (=50)° — 5=+ (=50)° + 160000 - (=50) | )
562 500 000 000
31250
- (T—200000+8000000 ——+200000 8000000 )
140 462 500
- T -
9
Vi =~ 49030662

Das Volumen der Bohrung Vg kann am einfachsten klassisch als Zylindervolumen

berechnet werden.

Vg = —-d®-h

-100* - 100
Ve ~ 785398

Die Differenz ist das Volumen Vges der fertigen Rolle.

Vges = VR = V= 49030662 — 785398 = 48245264

Das Volumen der Rolle betragt: V ~ 48.245.264 mm® = 48.245,264 cm?

Jetzt muss nur noch die Masse bestimmt werden.
m=p -V =7,2g/lcms3«48245,264cm3 = 3473669 = 347,366kg
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Die Masse Riemenscheibe betragt: m = 347,366 kg

Aufgabe 7

Ich rechne in der Einheit Millimeter. Aus Vereinfachungsgrinden lasse ich

waahrend der Rechnung diese Einheit weg.

Zunachst miussen die Parameter a und b in der Funktionsgleichung bestimmt werden.

Dazu kénnen die Punkte auf dem Funktionsgraphen am linken und am rechten Rand”
verwendet werden: P1(0;5) und P2(400;150). Die Koordinaten werden fir x und y in die

Funktionsgleichung eingesetzt.

5 = a-ebi=

(1)
(2)

f(0)

150 = a - eb400 =

£(400)

5

150

Aus Gleichung (1) kann sofort a bestimmt werden:

a-eb-0=

5

5

5

5

Das Ergebnis wird in (2) eingesetzt, um b zu berechnen.

5.0 = 150 |15
00— 30 In...
b-400 = In30 | :400

; In 30
T 400
b ~ 0,0085

Damit lautet die Funktionsgleichung: f(x) = 5 - 0.0085

Ab hier gibt es (mindestens) zwei verschiedene Methoden, wie man weitermachen

kann, um zu einer L6ésung zu gelangen.
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1. Man berechnet das Volumen des (massiven) Kegelstumpfes auf klassische
Weise und das Volumen des Hohlraumes mit der Integralformel und subtrahiert

die Ergebnisse voneinander.

2. Man bestimmt die Funktionsgleichung der linearen Funktion, die den Kérper
aul3en als Rotationskérper begrenzt. Dann bestimmt man sowohl das Volumen
des (massiven) Kegelstumpfes als auch das Volumen des Hohlraumes mit der
Integralformel und subtrahiert die Ergebnisse voneinander.

Losungsvariante 1:

Das Volumen des Kegelstumpfes wird berechnet:

Vks

7T-h 5 5

T(32+R7+r2)

- 400 , _

——— - (150? 4+ 150 - 30 + 30?)
= 3720000 -7

Viks =~ 11686725

Das Hohlraumvolumen des Trichters wird mit der Integralformel bestimmit.
b

Vivichter = - f (f(.l,))z dx

a
400

Eoay 2
— . /(5_6(1‘0“3‘”) da
0
400

= - /25 e

0
400

= 257 /60!0171 dx

0

0,017z 400
= 257 -

0,017

0
0.01727400
14707 - [e : L]

4618 - [eoﬂl?w]éoﬂ

= 4618 - ([60,017.400] _ [60.017-0D
4618 - (900 — 1)
Vz"r';i(:h,tﬁr ~ 4152000

Q

2

Q
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Hiermit wird nun das Gesamtvolumen des fertigen Exponentialtrichters bestimmit.
Vges = VKS - VTrichter
= 11687000 - 4152000
Vges = 7535000
Das Gesamtvolumen betragt: Vges = 7535 cm3

Hiermit kann die Masse berechnet werden.

m =p - Vges = 8,86 g/cm3 - 7535cm = 66760g

Die Gesamtmasse betragt: m = 66,760 kg

Losungsvariante 2:
Fir diese Variante muss zunéachst die lineare Funktion fir die AufRenseite des
Kegelstumpfes bestimmt werden.

gX)=m-x+Db

Der Parameter b ist als Ordinatenabschnitt yo mit b = 30 bekannt. Nur noch die
Steigung m muss berechnet werden.

Ay ya—yr 150—-30
Az 1p—a;  400—0

0,3

m =

Die Funktionsgleichung lautet damit: g(x) = 0,3 - x + 30

Hiermit kann das Kegelstumpfvolumen mit der Integralformel berechnet werden:
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Vis = m- f (g(:t))zdcf:

a
400

= TT'](O,S'ZL'+3O)2 dx

0
400

= - /0,09 -2 + 18z + 900 dz
0
= 7 [0,032% + 92% + 900z]

400
0

= - ([0,03 - 400% + 9 - 400% + 900 - 400] — [0,03 - 0* + 9 0% + 900 - 0])
— 7-3720000
Vis ~ 11686725

Der restliche Losungsweg ist mit dem ersten identisch.
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