Komplexe Zahlen
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Inhalt

1. EINFURIUNG . ccooiiiiie ettt ettt e e 1

2. ANtNMELISCNE FOMM ...ttt 2
0 B LTl 1= o 1= o = [ OO 5

3. POIAITOMM e e e e e 7

4. EXPONENtialfOorm... ..o e e aaaaa 11

5. Die schonste Formel der WelL.........cooooeioo oo 13

1. Einfuhrung




Die Gleichung x? = — 1 hat keine reelle Losung. Wirde man nach x auflésen so wirde sich
ergeben x = /-1, was sich bekanntlich nicht berechnen lasst.

Die neue Zahl, welche die Gleichung x2 = — 1 I6sbar macht, nennt man imaginére Einheit
und bezeichnet sie mit i. Fir sie soll gelten: i2 = — 1und folglich i = v/—1.

Wenn wir voraussetzen, dass fur dieses i dieselben Rechengesetze gelten wie fur die
reellen Zahlen, dann folgt fur die Gleichung X2 =—-1, mitx =i = v-1,dass x2=i2=
(V=1)" =- 1. Man sieht, dass i = V=1 eine Losung der Gleichung x2 = — 1 ist.

Der Ausdruck v—1 heilt imaginare Einheit und wird mit i bezeichnet.

Ausdrucke der Form z = a + bi nennt man komplexe Zahlen.

Ist z = a + bi, nennt man a den Realteil von z, a = Re{z} und b den Imaginarteil von z, b =
Im{z}.

Real- und Imaginarteil sind beides reelle Zahlen.

Die Menge C = {a + bi; a, b € R} heil3t Menge der komplexen Zahlen. In ihr kann man
ebenfalls die vier Grundrechenarten durchfihren.

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen behandelt man die Zahl i wie eine Variable
Mithilfe der Wurzelgesetze erhélt man z. B. fir V-9 = /9 ¢ (-1) = V9 v/-1=3i
Allgemein gilt: vV-a = \Ja ¢ (-1) = Vae V-1 =+a-ei

2. Arithmetische Form




Die reellen Zahlen haben wir auf dem Zahlenstrahl dargestellt und graphisch
veranschaulicht.
Die komplexen Zahlen kann man ebenfalls visualisieren, namlich als Punkt in der Ebene,

kunftig Gaul3’sche Zahlenebene genannt.

Die komplexe Zahl z = a + bi ist ein Punkt in der Gaul¥’'schen Zahlenebene.
Der Realteil von z; a = Re{z}; liegt auf der Abszisse, die man reelle Achse nennt.
Der Imaginarteil von z; b = Im{z}, liegt auf der Ordinate, die man imaginare Achse nennt.

Man kann z = a + bi auch als Zahlenpaar (a; b) schreiben.
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Die arithmetische, auch kartesische Form genannt, hat die schon bekannte Darstellung z =
a + bi.

Diese Darstellungsform ist geeignet zum Addieren und Subtrahieren komplexer Zahlen.
Die komplexe Zahl wird in der arithmetischen Form als Pfeil bzw. Ortsvektor zum Punkt (a;

b) dargestellt.




Die Lange des Pfeils, auch Zeiger genannt, bezeichnet man mit r oder |z|.

Im{z} 5

z, =2+ 2i

Re{z}

Die Lange des Pfeils berechnet man mithilfe des Satzes von Pythagoras.

Somit gilt: |z| = Re{z}? + Im{z}?

Fir obiges Beispiel folgt damit: |z| = /2% + 22 = /8 = 2,83
Geometrisch erhalt man die konjugiert komplexe Zahl durch Spiegelung von z an der

reellen Achse.
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In der arithmetischen Form kann man sich die Addition zweier komplexer Zahlen
graphisch als Addition ihrer Ortsvektoren vorstellen.
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2.1. Rechenregeln

Fur das Rechnen mit komplexen Zahlen gelten folgende Regeln:
as*i+tbei=(a+b)ei
5i+7i=12i

a*bei=(a*b)+i. a,be R
3+5i=15i

Seienzi=ai+bii;zz=4+7iund z2=az2+ b2i;z2=9 + 10 i, dann gelten fur die vier
Grundrechenarten folgende Regeln:

Addition:

z1+2z2=(a1+b1i)+(az+bz2i)=(a1+az) + (b1 +Db2)i
21+22=(4+7)+(9+10)=(4+9)+(7+10)i=13+ 17

11 https://www.geogebra.org/m/EF7c9AQK




Subtraktion:
z1—z2=(a1+bii)—(az+bzi)=(a1—az) — (b1 —b2) i
21—22=(4+7)—(9+10))=(4-9)—-(7-10)i=—3 + 1i

Bei der Addition und Subtraktion wird komponentenweise addiert bzw. subtrahiert. Das
heil3t es werden die Realteile addiert bzw. subtrahiert und die Imaginarteile addiert bzw.
subtrahiert.

Multiplikation:

zi*z2=(a1+ bii)*(az+ b2i)

=(arcazt+tair*bz2it+biicaz+biieb2i
=(arcaztair*b2i+tbiicaztbieb2i?) | mtit=-1

=(ar*az—bi+b2) +(ar*b2+az+bi)i |iwird ausgeklammert

Z1+°z2= (4 +7i)+ (9 + 10i)

=(4°9+410i+7i°9+7i+10i)

=(36+4+10i+7i<9+7+10i®

= (36 —70) + (40i + 63i)

=—34+103i

Division:

Komplexe Zahlen in der arithmetischen Form werden dividiert, indem man den Zahler und
Nenner mit der konjugiert komplexen Zahl erweitert.

Die konjugiert komplexe Zahl Z erhalt man, indem man das Vorzeichen des Imaginarteils
vertauscht.

z=a+bhi=>z=a-bi

Achtung: Mit Z ist nicht die Negation von z gemeint!

Z ai+ byl _ ai+bql ax-—

b,i . . .
= - = - ° 2 | 3. Binomische Formel im Nenner!
Zy a2+ bzl a2+ bzl az—bzl

Z 4+7i (4+71) (9-10i) _ 36—40i+63i—70i* 36+23i+70 106+23i 106 23 ,
—_ = fy ° — — —_ —

Z; 9+10i  (9+10i) (9-10i) 81—100i> 81+100 181 181 181




3. Polarform

Eine andere Darstellungsweise von komplexen Zahlen stellt die Polarform, auch
trigonometrische oder goniometrische form genannt, dar. In ihr wird die komplexe Zahl
durch die Lange des Zeigers und des Winkels ¢ eindeutig dargestellt. Der Winkel ¢, auch
als Argument von z bezeichnet, schlief3t den Winkel zwischen der positiven reellen Achse

und dem Zeiger ein.

Die Formel zur Berechnung des Betrags ist bereits bekannt: |z| = \/Re{z}? + Im{z}?

Im{z} Z, =3+ 2i
2

fi=3369°9
0 1 a=3 2 3 A
Re{z}

Den Winkel ¢ berechnet man mithilfe der Trigonometrie. Da bezliglich des Winkels ¢ die

Gegen- und Ankathete gegeben sind, berechnet man den Winkel wie folgt:

Gegenkathete Im{z}
tan ¢ = = tan 1
¢ Ankathete Re{z} |

¢ = tan™? (Im{ }) = arctan = arctan S

{ }
Fir obiges Beispiel ergibt sich, mit Re{z} =a =3 und Im{z} =b = 2,

=tan™t (Rmﬁ }}) tan™! (g) = tan™?! (3) = 33,69°




lAchtung!
¢ = arctan Z gilt nur fira >0
Die komplexe Zahl z = -2 + 2i sieht, dargestellt in der Gaul3’schen Zahlenebene
wie folgt aus

z,=-2+2i Im{z}
2

ﬁi\: 135°

Re{z}

Der Winkel ¢ wirde mit ¢ = arctan Z: arctan % = -45° ergeben.

Es ist leicht zu sehen, dass das nicht stimmen kann. Dies ist der Winkel zwischen
der negativen reellen Achse und r. Der ,echte® Winkel ¢ = arctan Z ist 135° grof3
und berechnet sich durch ¢ = 180° + (- 45°) = 135°

Die komplexe Zahl z = -1 — 2i sieht, dargestellt in der Gaul3’schen Zahlenebene

wie folgt aus

Im{z}
1

ﬁﬁ‘almaq:%*

2
Re{z}




Der Winkel ¢ wirde mit ¢ = arctan Sz arctan j—lz = 63,43 ° ergeben. Auch hier sieht
man, dass das nicht der Winkel ist, den der Ortsvektor mit der positiven reellen Achse
einschlief3t. Die 63,43° entsprechen dem Winkel, den der Zeiger mit der negativen
reellen Achse einschliel3t. Um den ,echten Winkel ¢ zu erhalten, muss man den
berechneten Winkel zu 180° hinzuaddieren und erhalt ¢ = 243,43°.

Die komplexe Zahl z = 2 — i sieht, dargestellt in der Gauly"schen Zahlenebene wie
folgt aus

Im{z}
1

G::\?‘?? 43°
] | Reld |

-1

Der Winkel ¢ wirde mit ¢ = arctan Z: arctan _71 = -26,57 ° ergeben. Auch hier sieht

man, dass das nicht der Winkel ist, den der Ortsvektor mit der positiven reellen Achse
einschliel3t. Der Winkel — 26,57° entspricht dem Winkel, den der Zeiger mit der
positiven reellen Achse einschliel3t. Um den ,echten” Winkel ¢ zu erhalten, muss
man den berechneten Winkel von 360° subtrahieren und erhélt ¢ = 333,43°

Man muss also bei der Berechnung des Winkels ¢ bericksichtigen in welchem

Quadranten sich die komplexe Zahl z befindet.

arctan S, fira>0,b>0
Q= arctan§+180°;f[]ra<0,b200derbS0

360°—arctan§;fUra>O,b<O

Die allgemeine Darstellungsform in der Polarform lautet

z =r * (cos(o) + i sin(op))




Mochte man von der trigonometrischen in die arithmetische Form umrechnen, so
geschieht dies, indem man die Klammer ausldst.

a=recos(p)und b =r-sin(op)

Im Beispiel ist die komplexe Zahl z = 3 + 2i in der arithmetischen Form (z = a + bi)

gegeben und soll in die trigonometrische Form umgerechnet werden.

Mit |z| = /Re{z}? + Im{z}? = V32 + 22 = V13 und

o =tan™! (ZZ—EZZ;) =tan™! (Z) = tan™?! (g) = 33,69°

ergibt sich z = V13 ¢ (cos(33,69°) + i sind(33,69°))

In der Polarform lassen sich komplexe Zahlen besonders gut multiplizieren und
dividieren.

Die entsprechenden Rechenregeln leiten wir nun her,

Es seien zy =y ¢ (COS @1 + i sin ¢1) und z2 = r2 * (cos @2 + i sind ¢z2).

Z1*Z2=1r1*(COS @1 +isin @1) * r2 * (cos @2 + i sind ¢2) | KG und Klammern auflésen)
=Tr1°r2* (COS @1 COS @2 + i Sin @1 COS @2 + i COS @1 SiN @2 + i2 sin @1 Sin @2) | i2=-1
=r1°r2°* [(COS @1 COS @2 - Sin @1 Sin @2) + i (SiN @1 COS @2 + COS @1 SiN @2)]

COS @1 COS @2 - Sin @1 sind @2 und sin @1 cos @2 + cos @1 Sin @2 werden mithilfe der
Additionstheoreme umgeformt

sinfa = ) =sinaecosf *cosaesinf

cos(a = B) =cosaecosf +sinaesinf

Z1*Zo=r1*r2+(cos (p1 + @2) +isin(pr + ¢2)

Am besten merkt man sich diese Regeln, indem man sie verbalisiert: ,Komplexe Zahlen in
der trigonometrischen Form werden multipliziert, indem man die Betrdge multipliziert und

die Argumente addiert.”

Analog hierzu leitet man sich die Regel zur Division her und es ist somit

Z1

2= :—: (cos (¢1 - 92) + isin(el - @2))

)

Die Rechenregel hierzu lautet: ,Komplexe Zahlen in der trigopnometrischen Form werden
dividiert, indem man die Betrage dividiert und die Argumente subtrahiert.”

Bespiel:

Multipliziere und dividiere jeweils die zwel, in der arithmetischen Form gegebenen
komplexen Zahlen, in der Polarform:

Seiz1=6+3iund z2=2 + 3i.
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Berechnen der Parameter r und ¢

rn=v6% +33 = 45 rz =22 +33 = V13

@1 = arctan % = 26,57° @2 = arctan % = 56,31°

Z1*Zo=r1*r2+(cos (p1 + @2) +isin(p1 + ¢2)

= V45 + /13 » (c0s(26,57° + 56,31°) + i sin(26,57° + 56,31°))

=+/585 * cos(82,88°) + i sin(82,88°)

Nun rechnet man dies wieder um in die arithmetische Form und erhéalt durch Auflésen der

Klammer a = V585 » cos(82,88°) = und b = V585 - sin(82,88°)

zZ; T
= ZLe(cos (o1 - 92) + isin(ol - ¢2))
Z; N

:%0 (cos (26,57° - 56,31°) + isin(26,57° - 56,31°))

= |5+ (cos(— 29,74°) + i sin(- 29,74°))

Nun rechnet man dies wieder um in die arithmetische Form und erhalt durch Aufldsen der

Klammer a = \/% * c0s(—29,74°) = und b = j—; * sin(—29,74°)

4. Exponentialform

Eine weitere Form komplexe Zahlen darzustellen, stellt die Exponentialform dar.

In dieser Form wird die komplexe Zahl ebenfalls durch die Lange des Ortsvektors und des

Winkels ¢ beschrieben.

Die allgemeine Darstellungsform lautet z = r « e’

In dieser Form kann man komplexe Zahlen recht einfach potenzieren, radizieren und
logarithmieren.

Die Rechenregeln kbnnen mithilfe der Potenzgesetze recht trivial hergeleitet werden.

Seienzi=1; ¢ e?1und z2 =1, ¢ e'¥2 dann gelten folgende Regeln

Z1°Z22=T1, ° €iq01 °ry e ei‘pZ =reT,e ei(§01+§02)

11



ip1
Zy T ee 7 .
= = pile1-92), z, # 0
Z, Tp,ee'¥2 7T,

Z"=(ree?)'=rne gl nc?

Die Umrechnung von der trigonometrischen in die Exponentialform erfolgt mithilfe
der Euler'schen Formel: e'* = cos¢ + isin¢

Aus der Euler’schen Formel folgt die Rechenregel fir das Potenzieren in der
Polarform der Satz von Moivre:

z" =[r+ (cos(@) +isin(p))]" = M« (cos(n @) +isin(n o))

. 360°
Fur das Radizieren gilt folgende Regel: z, = V/z = Vre elie=r)

Es ist zu beachten, dass es beim komplexen Radizieren n Losungen gibt!
Beispiel:

Ziehe die zweite Wurzel aus z = 2 + 3i

1.

Berechnen des Betrags und des Arguments von z

|z| =r=+v22+32 =13

3
Q= arctanz = 56,31°

2.

Darstellung in der Exponentialform
Z=re e®? = \[13 e i5631°

3.

Radizieren in der Exponentialform

i(56,3 1°,  360°
* e

Z0 = i/'\[l Y 6156'310 — 2 > +0e 2 ) — 4-/13 . 8128'1550

=

.(56,31° _ 360°
i(222h 4130
o ¢ 2 2

— 4 13 o ei(28,155°+180°) — 4,/13 o ei208,155°

N
ﬁ|
w

71 = i/\/ﬁ, 0i5631° —

12



56,31° 3600)

22= VT3 e ei5631 = {T3e 225

— 413 e 1 (28155°+360°) — %/13 ¢ i388155°
Dreht man sich um 28,155° bzw. um 388,155° so steht man auf der gleichen Position.
Daher ist auch graphisch zu sehen, dass man, um die n — te Wurzel im Komplexen zu
ziehen, man nur zo bis zn-1 berechnen muss.
Ebenso ist zu sehen, dass sich die berechneten Winkel, hier 28,155° und 208,155°, um
360°/n, hier 360°/2, unterscheiden. Dies kann man also Probe benutzen.

Geogebra-Applet zum Radizieren: https://www.geogebra.org/m/B4QXUQQg3

4. Die schonste Formel der Welt

Eine Formel, die sich unter anderem aus Elementen der komplexen Zahlen bedient wird
als die schonste Formel der Welt bezeichnet. Sie lautet

e™+1=0
Diese Formel wird oft auch als Eulersche Identitat bezeichnet.

Der Beweis der Formel ist nicht mal sonderlich schwer.

e'? = cos ¢ + isin ¢ | ersetze ¢ durch o
=cosm+isint |cosm=-1lundsinmt=0
=-1+0 | +1

e +1=0 g.e.d
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