Grundwissen am Ende der 9. Jahrgangsstufe

Wahlpflichtfachergruppe I

A\

vV Vv V¥V VvV VY V

vV VvV VY V VY

Systeme linearer Gleichungen mit zwei Variablen |6sen

Quadratische Gleichungen: Lésungsformel, Bedeutung der Diskriminante, Koor-
dinaten der Schnittpunkte von Funktionsgraphen, Tangentialprobleme

In der Menge R der reellen Zahlen rechnen

Definition der Quadratwurzel kennen und anwenden

Einfache Termumformungen mit Quadratwurzeln

Graphen und Eigenschaften von quadratischen Funktionen, Scheitelform
Gleichungen von Parabeln ermitteln, Parameterverfahren

Flacheninhalte ebener Figuren insbesondere auch mithilfe zweireihiger Determi-
nanten

Umfang und Flacheninhalt von Kreisen, Mantel- bzw. Oberflache und Volumen
von Prismen, Pyramiden, geraden Kreiszylindern und Kreiskegeln sowie von Ku-
geln

Abbildung durch zentrische Streckung anwenden

Streckenlangen mit dem Vierstreckensatz bestimmen

Berechnungen mithilfe von Vektoren

Ahnlichkeit von Dreiecken

Mithilfe der Flachensatze am rechtwinkligen Dreieck Streckenlangen berechnen
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M 9.1 Systeme linearer Gleichungen mit zwei Variablen

Einen Ausdruck der Form

a1x+b1y=c1
A 82X+b2y=02

nennt man lineares Gleichungssystem.

Zur Bestimmung der Losungsmenge bieten sich folgende Verfahren an:

1. Gleichsetzungsverfahren 2. Einsetzungsverfahren
2x+y=4 2x—4y+10=0
A-3x+y+1=0 ASX-3y+11=0
y:_2X+4 X=2y—5
Aoy= 3x-1 A Bx=3y+11=0
Gleichsetzen der Rechtsterme: Einsetzen der I. in die II. Gleichung:
-2x+4=3x-1 5(2y-5)-3y+11=0
& x=1 & 10y -25-3y+11=0
S 7y =14
= y=2
Einsetzen in Gleichung I: Einsetzen in Gleichung I:
y=-2-1+4=2 x=2-2-5=-1
= IL={(1]12)} =IL={(-1]2)}
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3. Additionsverfahren

10x-15y =35 ()
A 12x+15y =-24 (Il)

Addieren der Gleichungen (1) und (lI):
10x — 15y +12x + 15y = 35 + (-24)

o 22x =11

& x=0,5

Einsetzen in Gleichung I:

(.)y=-2

= IL={(0,5]|-2)}

4. Determinantenverfahren

5x — 6y =-9
A =2x+3y= 15

X- bzw. y-Koeffizienln Konstanten

5 -6 . .
D= ‘ 5 ‘ =15-12=3 (Koeffizienten-Determinante)
-9 -6 .
D, = 15 3 =-27+90=63 (x-Spalte wurde mit Konstanten ersetzt)
5 -9 .
D, = =75-18=57 (y-Spalte wurde mit Konstanten ersetzt)
Y |-2 15
X = D, = &3 =21
D 3
D, 57
=2=""=19
"D 3

= IL={(21]19)}
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Aufgaben:
Bestimme die Losungsmenge folgender linearer Gleichungssysteme und deute das
Ergebnis geometrisch.

a) 2x-%5y=-9 C) 4x + 1,6 = 0,8y
ATy+3x-1=0 A4y+3x+35=0
1
C) Sy -7,5=-2x d) §x+y:6
A 1y:—1x+§ A 3Jy=-x-12

2 5 4
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M 9.2 Erweiterung des Zahlenbereichs: Die Menge IR der reellen Zahlen

Irrationale Zahlen
Irrationale Zahlen sind Zahlen, die sich nicht in Bruchform darstellen lassen (unend-
lich lange, nicht periodische Dezimalbrtche).

Reelle Zahlen

Die Menge IR der reellen Zahlen besteht aus den rationalen und den irrationalen
Zahlen.
In IR gelten die bekannten Rechengesetze.

Wurzeln, Rechenregeln fir Wurzeln
Ja heilt ,Quadratwurzel aus a“ (kurz: ,Wurzel aus a“). Dabei ist a der Radikand.
Die Wurzel ist durch +a - +/a = a fiir a > 0 definiert.

Fira, b € IR, gilt:

Ja-+b=+a-b (Produktregel)

Ja _[a

—=,— mitb #0 Quotientenregel

75 Vb ( gel)
vaz-b=a-+/b (teilweises Radizieren)
a a b a & )
—=—-—==—-4b (b#0

B p 0

>~ (Nenner rational machen)
a __a _\/B—c_a- b-a-c
Jo+c +b+c Jb-c b-c?
J

Aufgaben:

(Hinweis: Alle vorkommenden Variablen stehen flr positive rationale Zahlen)

2 5
a) Vereinfache soweit wie maglich: 1/3% X % : /18b2
a

b) Multipliziere aus und vereinfache: (3b\/5—5\/6+ 2\/?) 24b ; (@Jr 7\/5): Ja

c) Mache den Nenner rational und vereinfache:
6 y2 3 243 a

BB ¥ 1427 J5-43  Jea-vea
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M 9.3 Quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen  Quadratische Funktionen haben Gleichungen der Form
y=ax’+bx+c; a,b,celR a=0mitG =IRxIRundID=IR
Die Graphen sind Parabeln, deren Form und Offnung von a abhangt

a>0 Offnung nach oben

a<o Offnung nach unten

lal <1 gestauchte Parabel

la| =1 Normalparabel

lal > 1 gestreckte Parabel

Jede Parabel besitzt eine Symmetrieachse, diese schneidet die

Kurve im Scheitelpunkt S mit S (— 21
a

sz
C__
4a

Die Gleichungy = (x — xs,)2 + ys ist die Scheitelform der Parabel
mit dem Scheitelpunkt S(xs | ys)

Beispiel: Die Funktion f mity = 2x2 — 6x + 1 ist gegeben. Der Graph ist eine gestreckte nach oben
2
gedffnete Parabel mit dem Scheitel S[—% —%J =5(1,5]- 3,5)

ID = IR; W= {y]y > - 3,5}; Scheitelform: y = 2 (x - 1,5)° - 3,5

Wurzelfunktion: Die Wurzelfunktion ist die Umkehrung der quadratischen Funktion.
Sie besitzt eine Gleichung der Formy = J/a(x +b) +¢
a,b,celRja(x+b)>0

Beispiel: fmit y = —%xz -6x+1;S(2|15)=>f. y= —%(X—Z)2 +5

f1:x=—%(y—2)2+5 o f71:2(x-5)=(y-2) < f'iy=4-2(x-5)+2

Parabelscharen: Eine Parabelschar besteht aus Parabeln mit gemeinsamen Eigen-
schaften. Sie werden durch eine Funktionsgleichung beschrieben,
die einen Parameter enthalt. Die Scheitelpunkte der Scharparabeln
liegen auf einem Tragergraphen.

2
Beispiel: p(a):y= X’ —ax+a+1; S{g a+1—aT]
R : a a?
Tragergraph pr der Scheitelpunkte: x = 5 AY= —T+a +1
2
a=2x A y=—%+(2x)+1 :>pT:y=—x2+2x+1

Aufgabe: a) Berechne die Scheitelkoordinaten der Parabel p: y = — 2x% — 4x + 1 und zeichne p.

6
b) Die Parabel p:y = x? + 3x wird mit ( j verschoben. Ermittle die Gleichung von p’.
c) Gegeben ist die Funktion f mity = 0,5x% + x — 4. Gib die Gleichung der Umkehr-
funktion f' , sowie Definitions- und Wertemenge von ' an.

d) Die Parabelschar p(b) mity = - X2 + 2bx — b + b ist gegeben. Zeichne die Schar-
parabeln. fir b € { —1; 0; 3} und gib die Gleichung des Tragergraphen der Scheitel-
punkte von den Scharparabeln an.
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M 9.4 Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

Quadratische Gleichung

Eine Gleichung, bei der die Variable im Quadrat vorkommt, heif3t quadratische Gleichung.

Eine quadratische Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = 0 mit a = 0 kann mit der L6-
sungsformel gelost werden.

. _ |—b++b2—4ac —b-+/b%2-4ac
Es qilt: IL = 5 ; 5
a a

Mithilfe des Terms b?-4ac kann man erkennen, ob die quadratische Gleichung eine,
zwei oder keine reelle Losung hat.
Dieser Term heif3t Diskriminante D.

D =b?*-4ac D >0 = zwei reelle Losungen
D =0 = eine reelle Losung
D <0 = keine reelle L6sung

Quadratische Ungleichung

Eine Ungleichung der Form ax? + bx + ¢ < 0 oder ax* + bx + ¢ > 0 mita =0 heilt quad-

ratische Ungleichung.

Besteht die Losungsmenge einer quadratischen Ungleichung aus einem oder zwei
Intervallen, so erhalt man die Intervallgrenzen als Losungsmenge der zugehorigen
quadratischen Gleichung.

Wurzelgleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable unter einer Wurzel steht, heilen Wurzelgleichungen.

Werden Wurzelgleichungen durch Quadrieren geldst, ist eine Probebelegung unbe-
dingt erforderlich!

Aufgaben:
1. Bestimme die Losungsmenge. G = IR.
a)x*+8x+12=0 b)2x?-8x+24=0 c)-1,5x2+3x+12=0

2. Bestimme a € R so, dass die Gleichung genau eine Lésung besitzt. G = IR
X*+ax+2a-4=0

3. Zeige dass die Gerade g: y = — x + 0,75 eine Tangente an die Parabel p:y =x2-6x + 7
ist.

4. Die Diagonalenlangen einer Raute unterscheiden sich um 2,5 cm. Berechne die Langen

der Diagonalen, wenn der Flacheninhalt 15,75 cm? betragt.
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M 9.5 Systeme mit quadratischen Gleichungen

Gleichungssysteme mit quadratischen Gleichungen enthalten mindestens eine
Gleichung, deren Variable im Quadrat steht.

Zur rechnerischen Losung werden das Gleichsetzungs-, Einsetzungs- oder Additi-
onsverfahren genutzt. Dabei ergibt sich gewdhnlich eine quadratische Gleichung.
Deren Diskriminante entscheidet Uber die Anzahl der Losungselemente.

Parabel und Gerade
Beim Schnitt einer Parabel mit einer Geraden treten die folgenden Faélle auf:

1y 1Y 1y

41 51 5

/ ]

34 44 4

| A /|

2 31 3

1 21 2

T 14 1

] 2 4 6 J

g 2 1 T 2 T 2 1 7 2 Ty
2] -1 -1

-3 -2 -21
D >0 j Sekante D =0 j Tangente D < 0 j Passante

Geraden parallel zur y-Achse des Koordinatensystems haben stets nur einen Schnittpunkt
mit der Parabel gemeinsam.

Parabel und Parabel

y y M

2/

D>0 D=0 D<O0

Aufgaben:

1. Ermittle die Schnittpunktskoordinaten von
a)pr:y=(x-22+1undg:y=x—1
b)pz:y=-x*+2x—1undps:y=x*+6x+2
c)ps:y=—x>+4xundgo:y=2x+1

2. Fur welchen Wert des Parameters a liegt eine Tangente vor?
p:y=x?+2x+3undg(a):y=—x+a

3. Fur welchen Wert des Parameters a berUhrt die Gerade g die zugehdérige Scharparabel?
g:y=-2x+1und p(a):y=(x-a)’-2a
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M 9.6 Flacheninhalt ebener Vielecke

Parallelogramm: Der Flacheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt
aus einer Seitenlange und der zugehdrigen Héhe.
AParaIIeIogramm = g “h
Im kartesischen Koordinatensystem ist der Flacheninhalt auch der
Betrag der Determinante, die durch die aufspannenden Vektoren
aundb gebildet wird.
a'X bX
AParaIIe logramm — b
g ay y
Beispiel: Das Parallelogramm ABCD hat die Koordinaten A(-1|1), B(7]-2), D(-3|5).

Berechne die Vektoren (diese missen vom gleichen Punkt ausgehen):

wCH) m

8 -2
AaBcD =‘ ‘ =(8-4-(-3)-(-2))FE = 26 FE
Dreieck: Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt
aus einer Seitenlénge und der zugehorigen Hohe.
ADre|eck - = g h
Im kartesischen Koordinatensystem ist der Flacheninhalt auch dem
halben Betrag dey Determinante, die durch die aufspannenden
Vektoren a und b gebildet wird.
A _ 1 a'X bX
Dreieck 2 ay by
Beispiel: Im Dreieck ABC betragt die Lange der Seite a = 8 cm und der Flacheninhalt A = 36cm>.
Berechne die Lange der zugehoérigen Hoéhe h,.
2
A=21ah, :36cm*=21 -8m-h, <h,= 36Cm=-2 _ gom
2 2 8cm
Trapez: Der Flacheninhalt eines Trapezes ist gleich dem halben Produkt
aus der Summe der parallelen Grundlinien und der Hohe.
1
ATrapez = 2 : (a + C) - h
Beispiel: Die Grundlinien im Trapez ABCD sind 7cm und 4cm lang. Berechne den Flacheninhalt

bei einer H6he von 8,5cm.
A= % - (Tcm + 4cm) - 8,5cm = 46,75¢cm?

Drachenviereck: Der Flacheninhalt eines Drachenvierecks oder einer Raute ist
Raute glelch dem halben Produkt aus den Langen ihrer Diagonalen.
=1. e-f
2
Aufgabe: a) Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms ABCD mitg =7 cm, h =5 cm.

b) Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms ABCD mit A(-1|2), B(6]0), C(5]7).
Berechne die Koordinate des Punktes D.
c) Berechne den Flacheninhalt des Dre|ecks ABC mit A(-1|2), B(6]0), C(5]7).
d) In einem Drachenviereck mit A = 54cm? ist eine Diagonale dreimal so lang wie die
andere. Berechne die Langen der beiden Diagonalen.
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M 9.7 Abbildung durch zentrische Streckung

Abbildungsvorschrift ~ Bei einer zentrischen Streckung mit Streckungszentrum Z

und Streckungsfaktor k = 0 wird jedem Punkt P ein Bildpunkt
P’ so zugeordnet, dass gilt: P’ € ZP und ZP'=|k|- ZP

Abbildungseigenschaften  Das Streckungszentrum ist der einzige Fixpunkt.
Die zentrische Streckung ist geraden- und winkeltreu.
Die zentrische Streckung ist verhaltnis- und kreistreu.

Ur- und Bildgerade verlaufen parallel.

Vierstreckensatze

ZA' ZB AB
ZA ZB AB z

> B?
B A
B
A »
A B A’

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

. a
k-a:k-( X

Nat

y

Abbildungsgleichung

P(x| y) 222 pric ) (

s

y-yz

x—xZ]
Y=Yz

Ahnlichkeitssatze

Dreiecke sind ahnlich, wenn sie

- im Verhaltnis der Langen der drei Seiten Gbereinstimmen. (sss)
- im Verhaltnis der Langen von zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen. (sws)

- im Verhaltnis der Langen von zwei Seiten und dem Gegenwinkel
der grélieren Seite Ubereinstimmen.
- in zwei Winkeln Gbereinstimmen.

(sswyg)
(ww)

Aufgaben: 1a) AABC—ZK 5 AA'B'C' mit A(=3|-1), B(2|-2), C(0|6), B'(5/4), C'(x'|0)

Zeichne die beiden Dreiecke, berechne k und die Koordinaten von C’, Z, A’.
b) Beschreibe dem Dreieck ABC von Aufgabe a) ein Quadrat DEFG ein mit

[DE] < [AB], F € [BC], G € [AC].
c) Berechne die Schwerpunktkoordinaten vom Dreieck ABC aus Aufgabe a).

2 AB=8cm; AE=15cm; FG =3,5cm; F G
BF =9cm; CG =13,5¢cm; BC = xcm;
AD = ycm; AG = zcm; BF||CG E
Berechne x, vy, z. B
3 Welche der folgenden Dreiecke sind ahnlich? C
AABC; AA-B,C, AA;B3C3 AA4B4C4 AAsBsCs AAsBsCs
a;=6cm |a;=7cm |o3=50° as=24cm | R5=50° as = 3,5cm
bi=8cm |by=4cm | R3=90° bs =27 cm | y5 = 40° Ce=2cCcm
cr=9cm |y, =70° cs =18 cm g =70°
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M 9.8 Flachensatze am rechtwinkligen Dreieck

rechtwinkliges Dreieck Hypotenuse:

Hypotenusen-
abschnitte

Die Dreiecksseite, die dem rechten Winkel
gegenuberliegt.

Die Dreiecksseiten, die den rechten Winkel bilden.
Die Teilstrecken, in die der Fu3punkt der Héhe
die Hypotenuse teilt.

Hohensatz
C

hz

a-p

h®=qp

In einem rechtwinkligen Dreieck ist das
Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten
flachengleich zu dem Quadrat Uber der Drei-
eckshohe.

Kathetensatze

bZ

C
0

Cc-q

b2 =cq

a’=cp

In einem rechtwinkligen Dreieck ist das
Quadrat uber einer Kathete flachengleich zu
dem Rechteck, das aus dem an dieser Ka-
thete anliegenden Hypotenusenabschnitt und
der Hypotenuse selbst entsteht.

Satz von Pythagoras

bz

a’+b’=c?

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die
Summe der Flacheninhalte der
Kathetenquadrate gleich dem Flacheninhalt
des Hypotenusenquadrates.

wichtige Formeln

Diagonale im Quadrat: d=a-~2

Hohe im gleichseitigen Dreieck: h =%\/§

" 2 2

Betrag eines Vektors v : IV = vy +vy

Entfernung zweier Punkte: AB= \/(xA ~xg ) +(ya-yg)?

Aufgaben:

1) Das Dreieck ABC ist rechtwinklig bei C mit a = 5cm, b = 7cm (h = 4cm, b = 6¢cm).
Zeichne das Dreieck und berechne c, q, p, h(a, c, q, p)

2) Zeichne das Viereck ABCD mit AB=4cm, AD=5cm, AC=9cm, a=8=90°.

Berechne die Langen CD und BD und den Flacheninhalt des Vierecks.

3) Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(-1|2), B(4|0), C(6]5). Uberpriife rechnerisch, ob
das Dreieck gleichschenklig, gleichseitig, rechtwinklig ist. Berechne den Umfang.

4) Gegeben sind die Punkte A(3|-1) und B,(x|0,5x + 2). Berechne AB (x), ABnmin .
Fir welchen x-Wert wird die Strecke [AB,] 10 cm lang?
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91 a)

91/2. a)

93 a)

9l/4 1.a)

9l/5 1.a)

b)

Losungen
IL = {((-2|1)}; Die beiden Geraden schneiden sich in S(-2|1).

IL = {(-0,5|-0,5)}; Die beiden Geraden schneiden sich in S(-0,5|-0,5).
{(x]y)| 2x+5y=7,5}; Die beiden Geraden sind identisch.

IL = &; Die beiden Geraden sind zueinander parallel.

(Sb\/_—5\/_+2\/§)-2\/_:10b2—10«/g' (@+7J_)-\/_=\/§+7

—2\/_ f- 5 =1 V2); \/E*/_\/_ 24/3(+/15 +4/3)
T e
S(-1|3) b) piy=x*-9x+16

1y =v2x+9-1; D= {x|x2-45; W'={y|y=-1}

S(blb); gr:y=x
L={-6; -2} b) L=J c) L={-2;4}
a=4

X>-6x+7=-x+0,75 & x> -5x+6,25=0
D=25-4.6,25=0 = Tangente

Die Diagonalen sind 4,5 cm und 7 cm lang.

S1(312); S2(2[1)

p2 und p3 schneiden sich nicht.
ps und g2 beruhren sich in B(1]3)
a=0,75

Es gibt keinen Wert fUr a, so dass g Tangente ware.



91/6 a) A=35cm? b)  a=47 cm? D(-2|9)

c) A=235cm? d e=6cm;f=18cm

9l/7 1a) k=-0,5; C'(6]0): Z(4|2); A'(7,5|3,5)

b)

0 S(—113)

2) x=4,y=10;z=10,5

3) AA1B1C1 ~ AA4B4C4 (SSS)
AA3B3C3 ~ AA5B5C5 (WW)
AAszCz ~ AAngca (SWS)

91/8 1) c¢=8,6cm;p=29cm;q=5,7cm; h=4,07cm
(q=4,47 cm; p= 3,58 cm; c=8,05cm; a=5,37 cm)

2) CD=86cm;BD=640cm .

A" B

3) AB =+/29cm = 5,39c¢m; BC = +/29¢m = 5,39cm; AC = +/58cm = 7,62cm
Das Dreieck ABC ist gleichschenklig und rechtwinklig.
Umfang u = 18,39cm

4)  AB(x)= \/1,25x2 —3x +18cm; ABmin = 4,02cm fiir x =12
AB =10 cm fiir x = = 7 oder x = 9,39



