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1. Ganzrationale Funktionen
1.1. Definition

Eine ganzrationale Funktion hat die Form

f(x) = anx" + an-1X™1 + an2x"2 + ...+ asxd® + axx2 + aix + ao

1.2. Sekantensteigung

b

Eine Sekante ist eine Gerade, die durch zwei Punkte einer "

Kurve geht (lat. secare = schneiden)

3.5

0:5

Schauen wir uns exemplarisch den Graphen von f(x) = x2 an.

2.5
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Nun wahlen wir zwei Punkte auf der Parabel aus und zeichnen durch die Punkte A(2/4) und

B(0/0) eine Gerade.

Da diese Gerade die Parabel schneidet ist das die Sekante.
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- Sehr oft interessiert man sich fur die Steigung dieser

Sekante. Diese Steigung bestimmt man mithilfe des

Steigungsdreiecks bzw. der Formel

m = L&0TI&2) _ 717%2 \alche auch
2

X1— X2 X1— X

Differenzenquotient genannt wird.

Aus A(2/4) und B(0/0) lesen wir heraus: xo = 0 und

x1 = 2. Diese Werte setzen wir in die Gleichung fur die
Sekantensteigung ein und erhalten

_f@-f0O) _4-0 4
m =

2-0 2-0 2
Die Sekante hat somit die Steigung m = 2.
Mit dem Differenzenquotienten kann man die Steigung
im entsprechenden Intervall berechnen. Mit ihm
berechnet man also die Intervall- bzw.
Sekantensteigung. Diese wird auch als mittlere
Anderungsrate im entsprechenden Intervall

bezeichnet.

Video: https://youtu.be/5hJSUC2{-DY

Geogebra: https://www.geogebra.org/m/MmFbncvX

1.2.1. Aufgaben

Berechne die Steigung mithilfe des Differenzenquotienten

a) f(x) = 5x2 [2;3]
c) f(x) =-3x2+ 12 [-1;1]
e)f(x) =3x3+5 [2;7]

Losung

b) f(x) = 7x2 + 3 [2;7]
d) f(x) = 6x2+ 10x — 8 [0;4]
f) f(x) =—-3x3—6x2—3x + 8 [2;5]

Onlineaufgaben



https://youtu.be/5hJSUC2f-DY
https://www.geogebra.org/m/MmFbncvX
https://www.mathekars.de/mathe/differenzenquotient.html

1.3. Tangentensteigung

Mithilfe der Sekantensteigung bestimmt man die Steigung zwischen zwei Punkten einer
Kurve. Mithilfe der Tangentensteigung (lat. tangere = bertihren) berechnet man nun die
Steigung der Geraden, welche die Kurve in genau einem Punkt tangiert. Um nun die
Steigung in einem Punkt zu bestimmen, geht man von der Sekantensteigung aus und lasst
den einen Punkt immer ndher zu dem Punkt wandern, von welchem die Tangentensteigung
berechnet werden soll. Gegeben sei f(x) = x2. Es soll im folgenden Beispiel die Steigung im

Punkt B(2/4) bestimmt werden. Der Punkt A ndhert sich nun sukzessive an den Punkt B an.

0™,
wﬁ

(o}
i
(%]

0 /1 2
Wir sehen wie sich die Steigung der Sekante bei der schrittweisen Annaherung des Punktes

A an den Punkt b andert. Allgemein seien die Koordinaten der Punkte A(xa/y1) und B(x2/y2).
Durch die Annaherung bzw. Grenzwertbildung wird aus dem Differenzenquotienten

m= [x) =] (xz) der Differenzialquotient m = lim [(x1) ] (xz)

X1— Xy Xp—oXx1 X1 X2




Fur unser Beispiel f(x) = x2 qilt:

X2 =2

f(xo) =f(2) =4

x1 = x1. Dieser Wert andert sich, da sich der Punkt A dem Punkt B annahert.
f(x1) = xa?

Nun setzen wird die entsprechenden Werte in den Differenzialquotienten ein:
fO)=fa) _ f@=f(x) _ 4= xf _ (2+x1) (2-x1)

m = lim = =2+x1
xl—)z Xp— X1 2— X1 2—x1 2—x1

Im Z&hler wurde die dritte Binomische Formel angewendet und gekuirzt.
m=1lim2+x;,=2+2=4

x1-2
Die Steigung der Tangente im Punkt B(2/4) betragt also 4.

Die Bestimmung der Steigung einer Funktion an einem bestimmten Stelle nennt man
differenzieren. Per Definition ist die Steigung eines Graphen in einem Punkt gleich der
Steigung der Tangente in diesem Punkt — die Steigung entspricht also der
Tangentensteigung.

Der Differentialquotient heif3t Ableitung der Funktion an einer bestimmten Stelle und ist ein
Malf3 fur die Steigung des Graphen an dieser Stelle. L&sst sich die Steigung in einem Punkt
bestimmen, so sagt man f ist in diesem Punkt differenzierbar. Der Differentialquotient stellt
somit die lokale Anderungsrate der Funktion an der zu untersuchenden Stelle dar.

Die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle xo ist die momentane Anderungsrate an dieser
Stelle und entspricht der Steigung der Tangente an den Funktionsgraphen im Punkt
P(xo/f(x0))

Video: https://youtu.be/vZFqgolfOevw

Geogebra: https://www.geogebra.org/m/A9Vp2Cc9

Da die Tangente eine Gerade ist, kann sie durch eine lineare Funktion t, mit t(x) = mx + b
beschrieben werden. Um die Tangentengleichung zu bestimmen benétigt man die Steigung
der Tangente m und ihren y — Achsenabschnitt b.

Die Steigung an einer Stelle x ermittelt man, indem man diesen x — Wert in die erste
Ableitung einsetzt. Nun setzt man die vorhandenen Werte in die Tangentengleichung ein
und I8st nach b auf.

Beispiel: Bestimme die Tangentengleichung von f(x) = x2 — 3x + 2 an der Stelle x = 4.



https://youtu.be/vZFqoIf0evw
https://www.geogebra.org/m/A9Vp2Cc9

i) Berechne den zu x = 4 zugehorigen y — Wert: f(4) =42—-3 + 4 + 2 = 6 - Die Tangente
berdhrt also im Punkt P (4/6) den Graphen.

ii) Bilde die erste Ableitung (siehe 1.4.): f(x) = 2x -3

iii) Setze x = 4 in die erste Ableitung ein: f(4) =24 -3=5=m

iiii) Setze alle Werte in die Tangentengleichung ein und l6se nach b auf: t(x) = mx + b
>t4)=6=54+b|-20<->b=-14

Somit lautet die Tangentengleichung t(x) = 5x — 14

Video: https://www.studienkreis.de/mathematik/tangentengleichung-bestimmen/

Onlinelibung: https://123mathe.de/trainingsaufgaben-zu-tangente-und-normale

1.3.2. Aufgaben
1. Bestimme die Gleichung der Tangente bzgl. der Funktion f(x) = 2x2 - 4x + 5
durch den Punkt P(2/5)

2. Bestimme die Gleichung der Tangente bzgl. der Funktion f(x) = x3 durch den Punkt
P(-2/-8)

3. Bestimme die Gleichung der Tangente bzgl. der Funktion f(x) = x3 — 6x + 9x durch
den Punkt xo = 2.

4. Bestimme die Gleichung der Tangente bzgl. der Funktion f(x) = %x3 - %xz + %Sx + %

durch den Punkt xo = 2.

5. Die sogenannte ,ldeallinie” der in der Abbildung QU _— ¢
gezeichneten Kurve einer Rennstrecke wird durch eine '0 ¢
Funktion mit dem Funktionsterm f(x) = 4 — 0,5x2 beschrieben. /
Wegen zu spaten Bremsens kommt der Wagen von der 4
Ideallinie ab und rutscht geradlinig am Punkt Q(1,5 | 6) in die
Strohballen.

a) Bestimme zuerst zeichnerisch so genau wie mdglich den
Punkt P (x| y) , an dem der Wagen von der Ideallinie abkommt,

b) Bestimme anschlie3end rechnerisch den Punkt P (x | y ), an dem der Wagen von der
Ideallinie abkommit.

c) Bestimme schlief3lich die Lange der Strecke, die der Wagen vom Abkommen von der
Ideallinie bis zum Aufprall in den Strohballen zuriicklegt.



https://www.studienkreis.de/mathematik/tangentengleichung-bestimmen/
https://123mathe.de/trainingsaufgaben-zu-tangente-und-normale

Quelle: https://www.selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn_tc_aal.pdf

6.
Das Profil der in der Abbildung gezeichneten Boschung wird durch eine Funktion mit dem

Funktionsterm h(t) = v/5t beschrieben. An die Béschung soll eine Rampe mit einer Steigung

von 25% angeschttet werden

hinm -
‘ €
+10 3
P
g -‘ ;’/
ot SRR Boschung
7
’ -/
+ - } ———
0 5 10 15 tinm
a) Bestimme zuerst zeichnerisch so genau wie mdglich die Punkte Q(... | 0) und P(... | ...),

an denen die Rampe im Gelande beginnt bzw. an der Béschung endet.
b) Bestimme nun rechnerisch die Punkte Q(... | 0) und P(... | ...) , an denen die Rampe im
Gelande beginnt bzw. an der Béschung endet.

c) Berechne schliel3lich die Lange der Rampe.

Quelle: https://www.selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn tb aa2.pdf

7. (schwer?)

Wahrend einer gemiutlichen Fahrt durch die Stadt bemerkt ein Fahrradfahrer im letzten
Moment eine rote Ampel, die sich in 9 m Entfernung vor ihm befindet und beginnt sofort mit
einer Vollbremsung. Beginnt der Bremsvorgang zum Zeitpunktt = 0 am Ort s = 0, dann
kann dieser durch eine Zeit-Ort-Funktion mit dem Funktionsterm s(t) = —t2+6t;0 < t < 3;
t: Zeit in sec; s: Ort in m, beschrieben werden.

Im gleichen Augenblick springt die Ampel auf Gelb um. Da die Ampel erfahrungsgemar
zwei Sekunden spater Grun zeigen wird, beschliel3t der Fahrradfahrer, seinen
Bremsvorgang so abzubrechen, dass er genau beim Umschalten der Ampel auf Griin an
der Ampel ist, um ohne Anzuhalten weiter fahren zu kénnen.

a) Stelle die Situation mit dem vollstandigen Bremsvorgang in einem Zeit-Ort-Diagramm

graphisch dar.

10


https://www.selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn_tc_aa1.pdf%206
https://www.selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn_tc_aa1.pdf%206
https://www.google.com/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAMQw7AJahcKEwiY9JrfjLj9AhUAAAAAHQAAAAAQAw&url=https%3A%2F%2Fwww.selbstlernmaterial.de%2Fm%2Fa%2Ftn%2Ftn_tb_aa2.pdf&psig=AOvVaw0pvaXDqkxSB2crNZVwvfkd&ust=1677669684832563

b) Bestimme anschlieRend zeichnerisch so genau wie mdglich, wo und zu welchem
Zeitpunkt der Fahrradfahrer den Bremsvorgang abbrechen muss, um passend bei der
Ampel anzukommen, und mit welcher Geschwindigkeit der Fahrradfahrer dann die Ampel
passiert.

c) Bestimme schlief3lich rechnerisch, wo und zu welchem Zeitpunkt der Fahrradfahrer den
Bremsvorgang abbrechen muss, um passend bei der Ampel anzukommen, und mit

welcher Geschwindigkeit der Fahrradfahrer dann die Ampel passiert.
Quelle: https://selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn_tc aa4.pdf

LOsung

1.4. Ableitungsregeln

Konstantenregel: f(x) =a 2> f(x) =0

2> f(x)=5>f(x)=0

Potenzregel: f(x) = x" > fi(x) =nex"-1!

= f(x) =x3 > f(x) = 3x3-1=3x2

Faktorregel: f(x) =asx"=a«f(x) > fi(x) =asnex""1=a«f(x)
D f(X)=3ex*>f(X)=34x4"1=12x3

Summenregel: f(x) = g(x) + h(x) = f(x) = g'(x) + h'(x)

= f(X) =5+ 4x® > f(x) = 0 + 24x> = 24x5

Video: https://youtu.be/4L.9s2GHZCq0

NetzUbungen: https://learningapps.org/display?v=p1r29vicj01

https://de.serlo.org/mathe/26408/gemischte-aufgaben-zum-ableiten-von-funktionen

11


https://selbstlernmaterial.de/m/a/tn/tn_tc_aa4.pdf
https://youtu.be/4L9s2GHZCq0
https://learningapps.org/display?v=p1r29vicj01
https://de.serlo.org/mathe/26408/gemischte-aufgaben-zum-ableiten-von-funktionen

1.4.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die erste Ableitung

a) f(x) =3x8 b) f(x) = 8x c) f(x) = 3x3 + 5x2
d) f(x) =12x*-3x3+12x -6  e) f(x) = Ox’ f) f(x) = §x3

9) f(x) = 2% + 56 h) f(x) = —2x7 + 2° i) f(x) = x05

i) f(x) = vx K) f(X) = (3X® — 4x) * (2x° + 8X)

) F(x) = (4x4 + 3x2- 12) o xT  m) f(X) = ax® + bx? +cx + d n) f(x) = — % + \/i}
0) 1) =% P 0= £

LOsung

Video: https://youtu.be/SUEGbMYeA8M

1.4.2. Ableitung trigonometrischer Funktionen

Um trigonometrische Funktionen ableiten zu kénnen, schaut man sich am besten die
Steigung der Tangente an einer beliebigen Stelle der Funktion an. Das gilt, da die Ableitung

einer beliebigen Stelle x nichts anderes ist als die Steigung der Tangente im Punkt (x / f(x)).

1

/

-1

Man bestimmt nun die Steigung an den Punkten x = 0; x = g; X=1m; X= 37” und x = 2m.
f(0) =1 f‘(g) =0 fi(m) =-1 f‘(%") =0 ff(2m) =1
Tragt man diese Werte in eine Koordinatensystem ein und verbindet die Punkte, dann

erkennt man, dass sich die Kosinuskurve ergibt.

12



m 21
C
1 o
Es ist also f(x) = sin(x) = f(x) = cos(x)
A sin(x) E

Analog dazu ist f(x) = cos(x) = f'(x) = — sin(x) und f(x) = tan(x) = f(x) = 1 + tan?(x)

Die Ableitungen von Sinus und Kosinus kann

man sich mithilfe dieses Kreises recht leicht sin(x) f
merken. f /’ \\‘
[
-c0os(X) gos(x)
A e
-sin(x)

13



1.4.3. Aufgaben

Bilde jeweils die angegebene Ableitung

a) f(x) = cos(x); f(x) = ? b) f(x) = — sin(x); f(x) = ?
c) f(x) = tan(x); f(x) = ? d) f(x) = cos(x) + sin(x); f(x) = ?
e) f(x) = tan(x) — sin(x); f(x) = ? f) f(x) = — cos(x) — sin(x); f(x) = ?
g) f(x) = 2 - sin(x); f(x) = ? h) f(x) = 3 - tan(x); f(x) = ?

i) f(X) =4 - cos(x) + 12 - sin(x); f“(x) = ? j) f(x) =—4 - cos(x) - 7 - tan(x); f'(x) = ?

Losung
Video

1.5. Monotonie

Bei der Untersuchung des Funktionsgraphen, im Rahmen der Kurvendiskussion,
interessiert oft, in welchen Intervallen der Graph steigt bzw. fallt.

Bezuglich der Monotonie eines Funktionsgraphen gelten folgende Definitionen:

Der Graph einer Funktion f und beliebigen x1 und x2 aus einem offenen Intervall heif3t
streng monoton steigend, wenn gilt: f(x1 ) < f(x2) flr x1 < x2

monoton steigend, wenn gilt: f(x1 ) < f(x2) fir x1 < x2

streng monoton fallend, wenn gilt: f(x1 ) > f(x2) flr x1 < x2

monoton fallend, wenn gilt: f(x1 ) > f(x2) fir x1 < x2

Die Abbildung zeigt die verschiedenen Arten der

Monotonie des Graphen einer Funktion f im Intervall ’ ™
[0, 11] " '

{ N\
] 1 2 1 & & & 7T & @ 10 11
A
f ist konstant in den Intervallen [2,4] und [7,10]; V x4, x, € [2,4] mit x1 < X2 gilt f(x1) = f(x2)
f ist streng monoton steigend im Intervall [0,2]; V x4, x, € [0,2] mit x1 < X2 gilt f(X1) < f(x2)
f ist monoton steigend im Intervall [0,4]; V x4, X, € [0,4] mit X1 < x2 gilt f(x1) < f(x2)

f ist streng monoton fallend in den Intervallen [4,7] und [10,11];

14


https://www.youtube.com/watch?v=UrwhKp7DR3E

Y xq, X, € [4,7] mit x1 < X2 gilt f(x1) > f(x2)

f ist monoton fallend im Intervall [2,11]; Y xq,x, € [2,4] mit xa < x2 gilt f(x1) = f(x2)

Quelle: https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/TB-Kurvenuntersuchungen.pdf

i

f

f

fallend.

Schauen wir uns das Beispiel f(x) = x2 + 1 an. Man sieht, dass .
der Graph dieser Funktion nur in einem bestimmten Intervall

fallt bzw. steigt. Da wo der Graph die Richtung andert befindet

sich die Nullstelle der ersten Ableitung (rot). f(x) = 2x = 0, es ist
also x = 0.

Wir suchen also zuerst die Punkte, an denen f(x) = 0 ist und

-3

Schauen wir uns das Beispiel f(x) = 3x2 an. Nachfolgend ist der
Graph von f (griin) und der Graph von f* (rot) zu sehen.

Wir wissen, dass die Ableitung einer Funktion die Steigung dieser
Funktion beschreibt. Man sieht in der Abbildung, dass der Graph
der Funktion links der y — Achse, also fur x < 0 fallt. In diesem
Intervall sind die Funktionswerte von f' negativ, der rote Graph
verlauft fir negative x — Werte im negativen Bereich. Ebenso sieht
man, dass der Graph von f rechts der y — Achse, also fir x > 0,
steigt. Entsprechend sind die Funktionswerte des Graphen von f
fur alle x > 0 positiv. Die Monotonie lasst sich also wie folgt
bestimmen.

Ist f eine differenzierbare Funktion und | eine offenes Intervall.
Dann gilt:

fi(x) > 0O, fur alle x € I, dann ist der Graph von f in | streng monoton
steigend.

fi(x) <0, fur alle x € I, dann ist der Graph von f in | streng monoton

ullstelle

berechnen an einem beliebigen Punkt ,etwas weiter rechts” die -t i

Steigung, um eine Aussage bzgl. der Monotonie in diesem

Intervall zu treffen.

15



Bei z. B. f(x) = x* — 4x2 gibt es mehrere Punkte, an denen die Steigung ihr Vorzeichen
2 andert. Diese Punkte bestimmen wir, indem wir die
Nullstellen von f'(x) bestimmen. f(x) = 4x® - 8x

4x3 — 8x = 0 | x ausklammern
Xe(4x2-8)=0|>x1=0

4x2-8=0]+8
4x>=8 |:4
xX2=2 |V

X3 = £v/2

Nun bestimmen wir die Steigung im Punkt x = 2.
Dieser Punkt liegt ,etwas links von* — v2und lasst sich
recht einfach berechnen. f(-2) =4 « (-2)3 -8 « (-2) = —
24 + 16 < 0. Somit ist die Steigung im Intervall

-4

]- o; - V2] negativ. Da auf eine negative immer eine positive Steigung folgt v. v., kénnen

wir nun die Intervalle bzgl. der Monotonie festlegen.
]- o0; - V2[ f(x) monoton fallend

]- v/2; 0[ f(x) monoton steigend

]0; V2] f(x) monoton fallend

[V2; oo[ f(x) monoton steigend

Allgemeines Vorgehen:

a) Erste Ableitung bestimmen. fi(x)="7?
b) Nullstelle der ersten Ableitung bestimmen. ff(x)=0
c) Ausgehend von den Nullstellen die Intervalle bestimmen.
d) Einen beliebigen Wert aus einem Intervall in die erste
Ableitung einsetzen, um die Art der Steigung zu bestimmen. fi(x) >0 > m. st.
fi(x)<0 > m.f.

Video zum Thema: https://youtu.be/DUduGskMh30

Geogebra - Applet: https://www.geogebra.org/m/n6f4Gppb

Onlinetibung: https://www.schlauerlernen.de/mathe/aufgaben/?lernen=monotonie-definition

16


https://youtu.be/DUduGskMh3Q
https://www.geogebra.org/m/n6f4Gppb
https://www.schlauerlernen.de/mathe/aufgaben/?lernen=monotonie-definition

1.5.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Monotonie

a)f(x) =x3-3x2+1 b) f(x) = 4x3 — 2x2 + 2x C)f(X) =x3—3x2-24x+5

d) f(x) = 3x* + 8x3— 48x2 + 7 e) f(x) = 0,25x* — §x3 + X2 + 8X

Ldsung Video

1.6. Extrema

Ein Extrempunkt ist entweder der héchste oder der tiefste Punkt auf einem Intervall des
Funktionsgraphen. Handelt es sich um

den hdchsten Punkt, spricht man von

einem Maximum oder Hochpunkt. Geht

es um den tiefsten Punkt, handelt es sich

um ein Minimum oder einen Tiefpunkt.

Je nachdem wie man das Intervall wahlt,

kann es sich bei einem Extrempunkt um

ein lokales Minimum/Maximum (auch

relatives Minimum/Maximum genannt),

oder um ein globales Minimum/Maximum

(auch absolutes Minimum/Maximum

genannt) handeln. Um einen

Extrempunkt zu finden, bestimmt man L )
zunachst die erste Ableitung der

Funktion, also die Tangentensteigung. *
Da wo die Tangentensteigung den Wert

0 hat, fallt oder steigt der Graph nicht. _
Genau dort liegt ein Hoch- bzw. *-
Tiefpunkt.

Aber wo hat die Steigung den Wert 0? Genau da, wo f'(x) = 0.

Man sucht also die Nullstellen der ersten Ableitung.
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https://youtu.be/BM0Vox4t55Q?si=pcBvb1Jrp6Rx3hwe

In der Abbildung sieht man, dass da wo der niedrigste Punkt der Parabel ist (Extremum),
sich auch die Nullstelle der Ableitungsfunktion (rot) befindet. Ebenso erkennt man, dass

links vom Extremum der Graph von f fallt, also hat f negative Werte. Rechts davon steigt
der Graph von f, die Werte des Graphen der ersten Ableitung sind dort positiv. Der Graph

der zweiten Ableitung ist eine Gerade, die konstant bei y = 6 verlauft und somit positiv ist.

Hat man die Nullstelle der ersten Ableitung bestimmt, so weild man wo bzgl. der x-Richtung
sich das Extremum befindet.

f(x) =3x2+ 3x + 2

fi(x)=6x+3

Setze f(x) = 0:

6x+3=0,x=-0,5

Geht man — 0,5 in x-Richtung liegt, so liegt dort ein Extremum vor.

Dessen Art — Maximum oder Minimum — hat man aber noch nicht bestimmt.

Die Nullstelle der ersten Ableitung setzen wir in die zweite Ableitung ein und Uberprifen die
Funktionswerte an dieser Stelle. Es gilt nun:

f(xe)=0

f“(xe) > 0, dann liegt an der Stelle xe ein Minimum vor.

f“(xe) < 0, dann liegt an der Stelle xe ein Maximum vor.

Gilt f“(xe) = 0, so liegt an der Stelle xe ein Sattelpunkt vor.
Die genaue Koordinate des Extremums bestimmt man, indem man xe in f einsetzt.

Welches entscheiden wir mithilfe der zweiten Ableitung.

f“(x) =6

f“(-0,5) = 6 > 0. Es liegt somit ein Minimum vor.

Um zu bestimmen wo nun das Extremum im Koordinatensystem liegt, setzt man —-0,5 in f
ein.

f(-0,5) = 1,25

Somit haben wir bei (-0,5/ 1,25) einen Tiefpunkt vorliegen.

Allgemein gilt zur Bestimmung der Extrema:
Bestimme die Nullstellen der ersten Ableitung: f'(xg)=0
Setze die gefundenen Nullstellen in die zweite Ableitung ein.
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Wenn f“(xe) > 0, dann liegt an der Stelle xe ein Minimum vor. Ist f“(xg) < 0, dann liegt an der

Stelle xe ein Maximum vor.
Setze xe in f(x) ein, um die y — Koordinate des Extremums zu bestimmen. E(xe / f(xg))

Man unterscheidet oft zwischen hinreichender und notwendiger Bedingung zur Bestimmung
der Extrema.
Eine notwendige Bedingung flr die Existenz eines Extremums ist, dass f(xe) = 0 ist. Jedoch

ist dies nicht hinreichend, da man nicht weil3, ob bei xe ein Hoch-, Tiefpunkt oder ein

Sattelpunkt vorliegt.

Die hinreichende Bedingung flr einen 2:_f| r) N

. f
Hochpunkt ware: f(xe) = 0 und f“(xg) < 0 1 L ."I ) Die
hinreichende Bedingung fur einen Tiefpunkt o 7 2 374 5 &y 7 & § o
ware: fi(xe) = 0 und f*(xe) > 0 ; fﬁ_‘“-_ ! Die

e

hinreichende Bedingung fur einen Sattelpunkt <1

ware: f(xe) =0 und f“(xe) = 0

Die Abbildung zeigt einen Hoch-, Tief- und Sattelpunkt in einem Graphen.

Que||eittps://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upIoad/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/TB-Kurvenuntersuchungen.pdf

Allgemeines Vorgehen:

a) Erste Ableitung bestimmen. fi(x)="7?
b) Nullstelle der ersten Ableitung bestimmen. fi(xe) =0
c) Zweite Ableitung bestimmen. f'(x) =72

d) Nullstellen der ersten Ableitung in die 2. Ableitung einsetzen.  f“(xg) = ?
f“(xe) > 0, dann liegt an der Stelle xe ein Minimum vor.
f“(xe) < 0, dann liegt an der Stelle xe ein Maximum vor.
f“(xe) = 0, so liegt an der Stelle xe ein Sattelpunkt vor.

e) Nullstelle der ersten Ableitung in f einsetzen fir y — Koordinate. f(xg) =y

Video zum Thema: https://youtu.be/bVCuOgtihW0

Onlinelibungen: http://www.mathe-

trainer.de/Klassel0/Ganzrationale%20Funktionen/Extremstellen/Block1/Aufgaben.htm

www.mathematik.net/extrema/uebungen-pdf/extrem ganzrat _2te Ableitung.pdf
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https://youtu.be/bVCu0gtihW0
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Extremstellen/Block1/Aufgaben.htm
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Extremstellen/Block1/Aufgaben.htm
http://www.mathematik.net/extrema/uebungen-pdf/extrem_ganzrat__2te_Ableitung.pdf

1.6.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Art und Lage des Extremums

a) f(x)=3x2+4 b) f(x) = —-4x2+ 8x + 2 c)f(x)=2x3+6

d) f(x) = 3x3 — 6x e)f(x) =5x3—-12x2+5 f) f(x) = x* — 8x2

g) f(x) =2x3-3x2 + 6 h) f(x) = —x* + 2x2 - 2 i) f(X) = x*+2x3+ 4x2 -8

Ldsung Video Onlinedbungen

1.7. Wendepunkte

Ein Wendepunkt liegt da vor, wo der Graph
sein Krimmungsverhalten &ndert, entweder
von einer Rechts- in eine Linkskrimmung oder
umgekehrt. Ein solcher Punkt liegt im
vorliegenden Graphen im Punkt A vor.
Untersuchen wir exemplarisch die Funktion

A f(x) = x3 — 3x2 + 4 genauer.

05

-05 0 05 1 15 2 25
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https://www.youtube.com/watch?v=n81izYzTPyI
https://www.mathekars.de/mathe/extrema.html

Zeichnet man nun zum Graphen von f noch den der
zugehdorigen Ableitung, dann sieht man, dass an dem
x —Wert, an welchem sich der Wendepunkt befindet,
sich auch das Extremum von f'(x) befindet.

Jetzt brauchen wir nur noch eine Mdglichkeit diesen x
— Wert zu bestimmen. Wir missen jetzt nur noch den
Extrempunkt von f'(x) bestimmen, dann haben wir den
gesuchten x — Wert. Dazu schauen wir, wo der Graph

von f*(x) die Steigung 0 hat. Wir bilden dazu die

Ableitung von f(x) und setzen diese 0.
f(xX) =x3-3x2+4

f{(x) = 3x2 - 6X

f“(x) =6x—6

6Xx-6=0|+6

6X = 6 |: 6

Xx=1

An der Stelle x = 1 liegt somit ein Wendepunkt vor.

Um nachzuweisen, dass dieser auch existiert, missen wir x = 1 in f*(x) einsetzen und
schauen, ob ein Wert ungleich 0 rauskommt.

f“(x) =6

f““(1) = 6 # 0 > es existiert ein Wendepunkt

Da f“(1) > 6 = Rechts — Links — Krimmung

Um die y — Koordinate zu bestimmen, setzen wir x = 1 in f(X) ein.

f(1) =13-3+ 1?2+ 4 = 2 > WP(1/4) mit Rechts — Links — Krimmung .

Allgemein bestimmt man einen Wendepunkt, indem man die zweite Ableitung 0 setzt. Die
Nullstellen der zweiten Ableitung setzt man in die dritte Ableitung ein. Wenn ein Wert
ungleich 0 rauskommt, existiert ein Wendepunkt. Ist dieser Wert groR3er 0, liegt eine Rechts
— Links — Krimmung vor (R-L-K), ist er kleiner 0, liegt eine Links — Rechts — Krimmung vor
(L-R-K).

f“(xw) =0

f““(xw) # 0 > WP existiert

f“(xw) >0 2 R-L-K

f“(xw) <0 2 L-R-K
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Rechts sind der Graph einer Funktion f, der Graph
ihrer Ableitungsfunktion f und der Graph ihrer 2.
Ableitungsfunktion f “ dargestellt.

Die eingezeichneten Stellen x1 und x2 sind Extremstellen
von

f'. Genau solche Stellen nennen wir Wendestellen von f.

Die zugehdrigen Punkte W1 und W2 nennen wir
Wendepunkte von f.

Im Punkt W1 hat die Steigung von f ein lokales Minimum.
Lokal geht es dort also am steilsten bergab.

Im Punkt W2 hat die Steigung von f ein lokales Maximum.

Lokal geht es dort also am steilsten bergauf.

Quelle: AB - Kurvenuntersuchungen Il (univie.ac.at)

Video zum Thema: https://youtu.be/nUIhKWC63sg

Onlinelibungen: https://123mathe.de/trainingsaufgaben-zum-wendepunkt-ganzrationaler-

funktionen

https://www.studimup.de/%C3%BCbungen/analysis/wendepunkte/#gooagle vignette

1.7.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Wendepunkte und die Art der Krimmung

a) f(x) = 2%~ 2x2 + 6 b) f(x) = 0,5x3 — 4x2 + 10x

0) f(x) = —0,25x3 = 2x? + 3x — 3 d) f(x) = 0,5x* — 3x2— 5

e)f(x) =4x2—-3x+ 8 f) f(x) = 10x3 + 4x2 + x + 2

Lésung Video Onlinetibungen
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https://mmf.univie.ac.at/zyklus/ab-kurvenuntersuchungen-ii/
https://youtu.be/nUlhKWC63sg
https://123mathe.de/trainingsaufgaben-zum-wendepunkt-ganzrationaler-funktionen
https://123mathe.de/trainingsaufgaben-zum-wendepunkt-ganzrationaler-funktionen
https://www.studimup.de/%C3%BCbungen/analysis/wendepunkte/#google_vignette
https://www.youtube.com/watch?v=XB86h2bBR6c
https://www.mathekars.de/mathe/wendepunkte.html

1.8. Verhalten im Unendlichen

Der Graph einer Funktion zeigt immer nur einen kleinen Bereich an. Doch wie sehen
die Funktionswerte aus, wenn wir ganz weit nach links bzw. nach rechts gehen?

Eine Antwort hierauf liefert der Grenzwert einer Funktion. Wir schauen uns also deren
Verhalten im Unendlichen an.

Beispiel: f(x) = 2x3 + 4x — 8.

Wir betrachten bei der Grenzwertbetrachtung nur den Term mit der hochsten Potenz,
hier 2x3.

lim 2x> + 4x —8 = o

X—00

lim 2x34+4x —8= —o0

X——00

Video zum Thema: https://www.youtube.com/watch?v=6V13YiuJ-nc

Onlinelibung: https://de.serlo.org/mathe/24688/aufgaben-zum-berechnen-von-grenzwerten

1.8.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Grenzwerte der Funktionen

a) f(x) = x* — x2 b) f(x) = 2x° + 2x c) f(x) = 2x5 + 3x2 — 0,4x

d) f(x) = —2x + Zx2 +2x €)f(x) =x®+0,25x2 + 4x ) f(x) = Zx” + Zx5 + 222

Lésung Video Onlinetbungen

1.9. Schnittpunkte mit den Achsen

Mochte man die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen bestimmen, geht man
folgendermalien vor. Diese Vorgehensweise ist bei allen Funktionstypen gleich!
Schnittpunkt mit der y-Achse:

Fur diesen Schnittpunkt gilt immer: x = 0. Also folgt fur f(x) =mx + b, f(0)=m+0+b=Db
Der Satz vom Nullprodukt sagt, dass ein Produkt immer dann O ist, wenn einer der Faktoren

0 ist. Setzt man fir x die 0 ein, dann fallen genau diese Summanden weg und es bleibt das
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https://www.youtube.com/watch?v=6V13YiuJ-nc
https://de.serlo.org/mathe/24688/aufgaben-zum-berechnen-von-grenzwerten
https://www.youtube.com/watch?v=hpmIcJrTxpQ
https://www.mathekars.de/mathe/grenzwert.html

absolute Glied ao stehen.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat also die Koordinaten Sy(0/b).

Schnittpunkt mit der x-Achse:

Fur diesen Schnittpunkt gilt immer: y = 0. Man bestimmt also die Nullstellen.

Fury = 0 folgt also: f(x) =y = 0 = mx + b. Diesen Term stellt man nach x um und hat somit
die Nullstelle bestimmt.

Fur z. B. f(x) = 3x + 9 folgt: 3x + 9 = 0. Auflésen nach x liefert: x = =3. Sx(—3/0).

1.9.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Schnittpunkte mit den Achsen

fx)=3x+4 b) f(x) = 4x2 -9 c) f(x) = —-6x2 - 16
d) f(x) =3x2—-2x -5 e)f(x) =x®—2x2 - 11x + 12
L6sung Video Onlinetbung

1.10. Symmetrie

Es gibt zwei Arten von Symmetrie, die wir betrachten, die Punktsymmetrie und die
Achsensymmetrie. Der Einfachheit halber betrachten wir aber nur die Punktsymmetrie zum
Ursprung und die Achsensymmetrie zur y — Achse.

Achsensymmetrisch zur y - Achse ist eine Funktion genau dann, wenn der Graph auf der
rechten Seite spiegelbildlich zum Graphen auf der linken Seite der y — Achse ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn

f(-x) = f(x) ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn ausschlie3lich gerade Exponenten vorkommen.
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https://youtu.be/NR-6lN7Xs2M
https://www.mathekars.de/mathe/schnittpunktquadratisch.html

Im Beispiel ist f(x) = x2 + 1.

Esist f(2) =4 und f(-2) = 4.
Fur jeden Punkt in unserem Beispiel ist
f(-x) = (-x)2+ 1 =x2+ 1 = f(x).

e Die Funktion f(x) = x2 + 1 ist also

achsensymmetrisch zur y — Achse.

Punktsymmetrisch zum Ursprung ist eine
Funktion, wenn f(-x) = —f(x) gilt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn ausschlief3lich

ungerade Exponenten vorkommen und kein

absolutes Glied vorhanden ist.

Im Beispiel rechts ist f(x) = x3 + 2x. 2
Esistf(-1) =-3 und —f(1) =—-1 3 =-3

Fur jeden Punkt in unserem Beispiel ist '
f(—x) = (—x)® + 2(—x) = —x3 — 2X
—f(x) = =1« (x® + 2x) = =x3 — 2X.

Die Funktion f(x) = x3 + 2x ist also punktsymmetrisch

zum Ursprung.

-2

f(-x) -3 @ -f(x)

Es kann natirlich auch sein, dass ein Funktionsgraph keine Symmetrie aufweist.

Video zum Thema: https://youtu.be/-vNj5TMwB5k

Onlinelibung: https://de.serlo.org/mathe/26411/aufgaben-zur-symmetrie-von-graphen
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https://youtu.be/-vNj5TMwB5k
https://de.serlo.org/mathe/26411/aufgaben-zur-symmetrie-von-graphen

1.10.1. Aufgaben

Bestimme jeweils die Art der Symmetrie

a) f(x) =2x?

d) f(x) = 6x3

b) f(x) =4x2 -5

e) f(x) = —4x3 + 5x

c) f(x) =-3x2+4x -5

f) f(x) = 5x3 + 7x - 10

g) f(x) = —3x*+6,6x2—8 h) f(x) =5,5x2 — 4x3 + 3,4 i) f(x) = 5x” + 3x3 — 9x

LOsung

1.11. Funktionsgraph

Video

Onlineubungen

Um einen Graphen zu zeichnen, bendtigt man bis auf wenige Ausnahmen eine

Wertetabelle. Im Falle der Kurvendiskussion sollte der Graph alle markanten Eigenschaften

(Extrema, Wendepunkte, Nullstellen) aufzeigen.

05

n
m

0.5 1 15

Hat man diese ermittelt,
so kann man sie im
Koordinatensystem
einzeichnen und
verbinden. Diese
besonderen Punkte
sollten im Graphen

beschriftet werden.

Es ergeben sich fir f(x)
—4x3 + 3x die Nullstellen
A(-0,87/0); B(0/0) und
C(0,87/0), der
Hochpunkt A(0,5/1), der
Tiefpunkt D(-0,5/-1),
sowie der Wendpunkt
F(0/0)
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https://youtu.be/j3x0TKpaDD8
https://www.mathekars.de/mathe/symmetrie.html

Diese Punkte werden verbunden und entsprechend beschriftet.

£

15

0.5

0.5

15
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1.12. Kurvendiskussion trigopnometrischer Funktionen

Untersuche die Funktion f(x) cos?(x) —

Die Kosinusfunktion ist wie die Sinusfunktion auch, fur alle reellen Zahlen definiert. Daher
hat f die Menge aller reellen Zahlen als Definitionsbereich.

Die Nullstellen folgen aus cos?(x) — 0,5 = 0.

cos?(x)—0,5=0 |+0,5

cos?(x) = 0,5 |V

cos(x) = 0,707 oder cos(x) =-0,707

Die Losungen sind k * hshdh

Die Extrema werden mittels der ersten und zweiten Ableitung gebildet.

Es ist f{(x) = =2 * cos(x) * sin(x). Mit f(x) = 0 ergibt sich —2 < cos(x) * sin(x) = 0. Dies ergibt
eine wahre Aussage fiir cos(x) = 0 oder sin(x) =0

Da die Sinusfunktion fur alle Vielfachen von m eine Nullstelle hat, ist sin(x) = 0, fur alle
Xx1=0+kem ke€Z

J N '\ N e

NS ™~ A ST N A \/"

Da die Kosinusfunktion fir alle Vielfachen von % eine Nullstelle hat, ist cos(x) = 0, fur alle

Xzzg +kem k€EZ.

Aus f'(x) = =2 * cos(x) « sin(x) folgt f“(x) = 2 « sin(x) * sin(x) — 2 * cos(x) * cos(x).

Nun setzt man die Nullstellen der ersten Ableitung in die zweite Ableitung ein und erhalt fur
xi=m: f(m)=20¢0-2¢(-1)¢(-1)=—2< 0> HP

Firxe=> +m:fC +m)=2+(-1)+(-1)-2+00=2>0>TP

Es ist f(r) = 0,5 > HP(m « k/0,5) und (GG + 7) « k) =—0,5 > TP( + 1/~0,5)

Der zugehdrige Graph wirde wie folgt aussehen
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1.13. Anwendungsaufgaben

Bei Anwendungsaufgaben sollte man auf bestimmte Signalworte achten. Worte wie das
,groite, das ,kleinste®, das ,hochste” usw. deuten darauf hin, dass das Extremum zu
berechnen ist.

Ist hingegen nach der ,groften Veranderung® oder der ,kleinsten Zunahme” gefragt, dann
ist der Wendepunkt zu berechnen. Ist das Wort Geschwindigkeit, Zunahme, Abnahme oder

Veranderung im Spiel, dann ist bestimmt der Wendepunkt zu berechnen.

Bei der Beantwortung der Fragen ist darauf zu achten, dass die Fragestellung aufgegriffen

wird.

Ubungen: https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-

tr/Ausbildung/Fachdidaktische Seminare/Mathematik Projekt handlungsorientierte Aufgab

enbeispiele.pdf

https://matheportal.com/textaufgaben-3-semester/

http://www.mathe-

trainer.de/Klassel0/Ganzrationale%20Funktionen/Anwendungsaufgaben Kurvendiskussion

/Aufgaben.htm

1)
Die Zahl der Besucher eines Events, das um 10 Uhr beginnt und um 21.30 Uhr endet, wird
mit Hilfe der Funktion f(x) = —0,04x3 + 0,5x? + 15x — 160 beschrieben, x .... Uhrzeit

a) Bestimme die Anzahl der Besucher drei Stunden nach Beginn.

b) Wann tritt der erste Besucher durch den Eingang. Um wie viel Uhr verlasst die letzte
Person das Event?

C) Um welche Uhrzeit ist die Anzahl der Besucher am groRten? Bestimme die maximale
Besucheranzahl.

d) Zeichne zur Verdeutlichung einen entsprechenden Graphen.

Quelle: Kurvendiskussion - Aufgabe 3 mit ausfihrlichen Lésungen (mathe-trainer.de)

Video
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https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-tr/Ausbildung/Fachdidaktische_Seminare/Mathematik_Projekt_handlungsorientierte_Aufgabenbeispiele.pdf
https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-tr/Ausbildung/Fachdidaktische_Seminare/Mathematik_Projekt_handlungsorientierte_Aufgabenbeispiele.pdf
https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-tr/Ausbildung/Fachdidaktische_Seminare/Mathematik_Projekt_handlungsorientierte_Aufgabenbeispiele.pdf
https://matheportal.com/textaufgaben-3-semester/
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Anwendungsaufgaben_Kurvendiskussion/Aufgaben.htm
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Anwendungsaufgaben_Kurvendiskussion/Aufgaben.htm
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Anwendungsaufgaben_Kurvendiskussion/Aufgaben.htm
http://www.mathe-trainer.de/Klasse10/Ganzrationale%20Funktionen/Anwendungsaufgaben_Kurvendiskussion/Loesungen/A3.htm
https://youtu.be/mpQ1RmcspnQ

2)

Eine heimische Brauerei bringt eine neue Sorte auf den Markt. Eine Modelliererin nimmt an,
dass die Verkaufsentwicklung durch die Funktion f(x) = —0,0002x3 + 0,2x2 + 15x, fr
0 < x <1500, dargestellt werden kann. (x = Zeit nach Verkaufsbeginn in Tagen;

f(x) > verkaufte Bierkasten / Tag)

a) Wie viele Kisten Bier werden am 140. Tag verkauft?
b) Bestimme an welchem Tag die meisten Bierkisten verkauft wurden.

c) Berechne den Zeitpunkt, an dem die Zunahme der Verkaufszahlen am grof3ten ist.

Quelle: https://matheportal.files.wordpress.com/2018/05/textaufgaben-mit-ableitungen-2.pdf
Video

3)

Bei den Olympischen Spielen konnten beim Diskuswurf die folgenden Punkte der
parabelférmigen Flugkurve gemessen werden.

P1: 40 m weit und 28,15 m hoch; P2: 50 m weit und 24,25 m hoch; P3: 65 m weit und
10,53 m hoch.

a) Bestimme die Funktionsvorschrift, die sich aus den gemessenen Punkten ableiten
l&sst.
(Kontrollfunktion: f(x) = — 0,021x2 + 1,515x + 1,76)

b) Berechne wie weit der Diskus flog.

c) Auf welche Hohe wurde der Diskus vom Werfer losgelassen?

d) Bestimme die maximale Flughthe des Wurfgerats?

Quelle: Handlungsorientierte Aufgabenbeispiele fur den Mathematikunterricht (rlp.de)

Video
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https://matheportal.files.wordpress.com/2018/05/textaufgaben-mit-ableitungen-2.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=1r6r4dezNpw
https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-tr/Ausbildung/Fachdidaktische_Seminare/Mathematik_Projekt_handlungsorientierte_Aufgabenbeispiele.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=RbLtI7NGoHs

4)

Bei der Untersuchung des Wachstums 200,
180
160
140
120

waagerechten Achse die Zeit in Tagen 100
804

einer Pflanze ergab sich der folgende

Funktionsgraph, bei dem auf der

und auf der senkrechten Achse die &0 4
P . 4|:|_
Pflanzenhdhe in cm aufgetragen a0
(W] A
wu rd e. o é ‘IIIII ‘IIE 2|III 2|5 SIIII 3|5

Die Funktion kann beschrieben werden durch f(x) = —0,005x3 + 0,25x2 + 0,5x

a) Bestimme die Pflanzenhéhe nach 20 Tagen.

b) Bestimme das durchschnittliche Wachstum in den ersten 20 Tagen.

c) Zu welchem Zeitpunkt ist die Wachstumsgeschwindigkeit am grof3ten?

d) Zu welchem Zeitpunkt ist die Wachstumsgeschwindigkeit genau so grof3 wie
am 5. Tag?

Quelle: Kurvendiskussion - Aufgabe 3 mit ausfiihrlichen Lésungen (mathe-trainer.de)

Video

5)
Ein Laden fur innovative Sportgeréte verkauft ein neues Produkt. Der Verkauf kann in den
ersten 2 Jahren durch die Funktion f(x) = 0,8x3 - 30x2 + 300x, x in Monaten und f(x)

entspricht den verkauften Sportgeraten. 0 < x < 24.

a) Wie viele Sportgerate werden drei Monate nach Einfuhrung verkauft?
b) Wenn der Verkauf der Gerate am geringsten ist, soll Werbung geschaltet werden.
Bestimme diesen Zeitpunkt.
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https://www.youtube.com/watch?v=l1hnJ_OXSEs

6)

Giovanni - Eis richtet sich mit seinen Bestellungen nach der Temperatur des Tages, da aus
Erfahrung an heil3en Tagen mehr Eis konsumiert wird.

Die Funktion f(x) = =0,0001x* + 0,0102x3-0,34x2 + 3,84x + 18,6 modelliert die Temperatur,

x in Tagen mit 0 < x < 50, f(x) in °C.

a) Wenn die Temperatur am starksten fallt, muss der Eisverkaufer weniger Vorrate
einkaufen. Berechnen Sie den Zeitpunkt!

b) Wenn die Temperatur am hdchsten ist, macht er am meisten Gewinn.
Berechnen Sie den Zeitpunkt! [Geogebra]

c) Berechnen Sie die Temperatur nach 2 Wochen!

d) Berechnen Sie, um wieviel Grad die Temperatur zu Beginn des 4. Tages steigt!

e) Berechnen Sie den durchschnittlichen Temperaturanstieg zwischen dem Beginn des
2. und des 6. Tages!

f) Zeigen Sie, dass die Temperatur zwischen dem 10. und der 20. Tag fallt!

g) Wenn die Temperatur dann wieder steigt, kann der Eisverkaufer wieder mit mehr
Umsatz rechnen. Berechnen Sie den Zeitpunkt!

h) Wenn die Temperaturen tber 24 Grad sind, macht der Eisladen aus Erfahrung

Gewinn. Berechnen Sie, wann dies der Fall ist!

Video

7)

Ein Landschaftsquerschnitt wird im Intervall [0;8] beschrieben durch die Funktion

f(x) = 0,1x3 - 1,15x2 + 3x. Hierbei ist x die Entfernung in 100 m und f(x) die H6he tber NN in
100m. Analysieren Sie diesen Landschaftsquerschnitt und interpretieren Sie lhre
Ergebnisse im Sachzusammenhang

a) Wie sieht der Landschaftsquerschnitt aus?

b) Bestimme die Hohe des Berges.

c) Bestimme die Tiefe des Sees.

d) Berechne die Breite des Berges.

Quelle: Handlungsorientierte Aufgabenbeispiele fur den Mathematikunterricht (rlp.de)

Video
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https://www.youtube.com/watch?v=sX1omXfI4mg
https://studienseminar.rlp.de/fileadmin/user_upload/studienseminar.rlp.de/bb-tr/Ausbildung/Fachdidaktische_Seminare/Mathematik_Projekt_handlungsorientierte_Aufgabenbeispiele.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=M2If70fgo1U

8)

Der Benzinverbrauch eines Autos ist anhéangig von seiner Geschwindigkeit.
Wissenschaftliche Untersuchungen zeigen, dass der Zusammenhang zwischen der
gefahrenen Geschwindigkeit (x in km/h) und dem Benzinverbrauch (f(x) in I / 100 km) durch
eine Funktion zweiten Grades beschrieben werden kann. Bei einer Fahrt wurden folgende

Werte gemessen:

Geschwindigkeit in km/h | 30 70 120

Verbrauchinl/100km | 7,2 6,4 9,8

a) Bestimme die zugrundeliegende Funktionsvorschrift
b) Bei welcher Geschwindigkeit ist der Verbrauch minimal?
c) Beschreibe den Verlauf des Graphen im Sachzusammenhang.

Quelle: ganzrationale Funktion 2. Grades | Mathelounge

9)

Bei einem Therapieverfahren wird die 42 {Karpertemperatur in °C
Korpertemperatur bewusst stark erhoht a1

(kUnstliches Fieber). Die nebenstehende Grafik

40

dokumentiert ndherungsweise den Verlauf des ol

kunstlichen Fiebers bei einer solchen

Behandlung. Die Funktion f beschreibt den d
W -

Zusammenhang zwischen Zeit und Seltinh

Korpertemperatur: . ! : . 4 .
f(t)=-0,18 -t*+0,85-t*+ 0,6 - t + 36,6

t... Zeitin Stunden (h) mit 0 <t <5 und f(t). . . Kérpertemperatur zur Zeit t in -C

a) Berechne denjenigen Zeitpunkt, zu dem die Korpertemperatur 37 °C betragt. [Geogebra]
b) Bestimme die maximale Kérpertemperatur im angegebenen Zeitintervall.

c) Begrunden Sie, warum der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hdchstens 2
Extrempunkte haben kann.

d) Berechne den Zeitpunkt der maximalen Temperaturzunahme

Quelle: AS-Integralrechnung.pdf (univie.ac.at) Video

Losung S. 142
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https://www.mathelounge.de/717384/ganzrationale-funktion-2-grades
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Integralrechnung.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=MhKR4Dot84k

1.14. Spickzettel

Extrema:
fi(xe) =0
f“(xe) <0 > HP
f‘(xe) >0 > TP
f“(xe) =0 > SP

Extremum(xe/f(Xe))

Monotonie:

Nutze die Extremstellen fur die Monotonie

Setze einen Punkt links und einen Punkt rechts der Extremstelle in die erste Ableitung ein.
f'(xe) > 0 - positive Steigung =» monoton steigend

f'(xe) < 0 = negative Steigung =» monoton fallend

[ o0; NS1] f(X) monoton steigend oder fallend

[NS1; NS2] f(X) monoton fallend oder steigend

[NS2; oo] f(x) monoton steigend oder fallend

Wendepunkte:

f“(xw) =0

f““(xw) # 0 > WP existiert
f“xw) >0 > R—-L-K
f“(xw) <0 > L-R-K
WP (xw/f(xw))

Schnittpunkte mit den Achsen:

Schnittpunkt mit der y — Achse bedeutet, dass x = 0 ist = f(0) > y — Koordinate des
Schnittpunktes mit der y — Achse. Sy(0/f(0))

Den Schnittpunkt mit der x — Achse rechnet man aus, indem man die Nullstellen bestimmt.
Sx(Xo/0)

Grenzwertverhalten:

Setze « in die héchste Potenz ein. Ist dieser Wert positiv, dann ist lim f(x) = oo,
X—00

ansonsten lim f(x) = —oo
X—00
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Denke dran, dass auch der Grenzwert bzgl x = - co zu bestimmen ist.

Symmetrie:
Achsensymmetrie zur y — Achse liegt vor, wenn f(x) = f(-x)

Punktsymmetrie zum Ursprung liegt vor, wenn f(—x) = —f(x)

Online — Spickzettel: i-kurven.pdf (dk4ek.de) (Durchgerechnetes Beispiel)

1.15. Klausurvorbereitung

1. Vollstandige (vorgerechnete) Kurvendiskussion der Funktion f(x) = x3 - 12x2 + 18x.

a) Monotonie:
fi(x) = 3x* - 24x + 18

ff(x)=0
3x2-24x+18=0]:3
-8x+6=0 =-8;90=6

X1/2=—§+«/(2) —q———+ /— —6=41V10

X1=7,16 x2 = 0,84

Wabhle eine beliebige Zahl z. B. aus dem Intervall ]-oo / 0,84[ und setze sie in ' ein
f(0)=18>0 > m. st.

f(1)=-3<0 > m.f.

]-c0 / 0,84 m. st. 10,84/ 7,16] m. f. 17,16 / oo m. st.
b) Extrema:

f“(x) = 6x — 24

ausa)x1=7,16 x2=0,84 > Setze die Nullstellen jeweils in f* ein.
f(7,16)=...=18,96>0 > TP

f“(0,84)=...=-18,96 <0 > HP
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https://dk4ek.de/mathematik/i-kurven.pdf

f(7,16) = ... =-119,25 & TP(7,16 / —119,25)
f(0,84) = ... = 7,25 = HP(0,84 / 7,25)

c) Wendepunkte:
f“(x)=0

6x—24=0 |+24

6Xx = 24 |: 6

X=4

f“(x) =6

Setze die Nullstelle von f*“ in f“ ein
f“(4) =6+ 0 > WP ex.
f“4)=6>0>R-L-K
f(4)=...=-56
WP(4/-56)

d) Schnittpunkte mit den Achsen:
Sxy=0
- 12x2 + 18x = 0 | x ausklammern
X(x2-12x+18)=0=2>x1=0
-12x+18=0 p=-12;9=18

2
—_ p p —-12 12
xaz =2+ (E) _——+/ ’ _18=6+y18

X2 =1,76 x3=10,24

Sx1 = (0/0) Sx2 = (1,76/0) Sx3 = (10,24/0)
Sy:x=0

f0)=...=0

Sy = (0/0)

e) Verhalten im Unendlichen:
lim x3 — 12x + 24 = o

X—00

lim x3 —12x + 24 =-

X—— 00
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f) Symmetrie:
Achsensymmetrie: f(x) = f(—x)
f(—X) = (—x)% - 12 (—x)? + 18 (—x) = —x3 — 12x2 — 18x # f(x) = keine AS

Punktsymmetrie: f(—x) = — f(x)
—f(x) ==1-f(x) = =1 - (x®— 12x2 + 18x) = —x3 + 12x2 — 18x # f(-x) = keine PS

Es liegt keine Symmetrie vor.

g) Graph

Der Graph sollte alle markanten Punkte enthalten

y -92 0 -4 -56 -108 | -112 | -20 216
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2. Fuhre bzgl. der folgenden Funktionen eine vollstandige Kurvendiskussion (Monotonie,
Schnittpunkte, Extrema, Wendepunkte, Symmetrie, Grenzwerte, Graph) durch
a)f(x) =4x2+2x -6 b) f(x) =2x3-9 c)f(X) =4x3+3x2—2x +1

d) f(x) = -5x3 + 3x2 — 10 e) f(x) = 6x* — 3x2 f) f(x) = 4x> - 0,5x3
g) f(x) =x3—-6x2+ 3x + 10

LOsung
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Onlinetibungen:

Kurvendiskussion Aufgaben und Losung.pdf - 1 Aufgaben Aufgabe 1: Mach eine Kurvendiskussion -

StuDocu (Mit Rechenweg!)

kudisk.pdf (dk4ek.de) (Mit ausfuhrlichem Rechenweg!)

https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5582762164/Aufgaben-
Kurvendiskussion.pdf?t=1328956036

Losung dazu: https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5676969064/Aufgaben-
Kurvendiskussion-L%C3%B6sungen.pdf?t=1345381574

M11-Kurvendiskussionen.pdf (raschweb.de)

Onlinerechner zur Kurvendiskussion: Online-Rechner zur Kurvendiskussion - Mathepower

1.16 * Physikalische Anwendung der Differrentialrechnung

Die physikalischen Begriffe Momentangeschwindigkeit v eines bewegten Massenpunktes,
Stromstarke |, sowie die Leistung P lassen sich tber die Ableitungen nach der Zeit
definieren.

V(to) = $(to) I(to) = Q(to) P(to) = W (t,)

Mit s(t) der zuriickgelegte Weg des Massenpunktes zum Zeitpunkt t; Q(t) die elektrische
Ladungsmenge, die bis zum Zeitpunkt t durch den Bezugsquerschnitt geflossen ist und W(t)
die Arbeit, die eine Maschine bis zur Zeit t verrichtet hat.

Ableitungen nach der Zeit schreibt man in der Physik, in Anlehnung an Newton, immer noch
oft mit einem Punkt statt mit dem Ableitungsstrich.

Quelle: So viel Mathe muss sein.

1.16.1. Momentane Anderungsrate

Der Differentialquotient m = lim [e2)=/G) isst die lokale Anderungsrate, also die

X1-ox2 X2~ X1

Steigung von f an der Stelle xo.
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https://www.studocu.com/de/document/universitat-leipzig/mathematik-fur-wirtschaftswissenschaftler-i-und-ii/kurvendiskussion-aufgaben-und-losungpdf/283506
https://www.studocu.com/de/document/universitat-leipzig/mathematik-fur-wirtschaftswissenschaftler-i-und-ii/kurvendiskussion-aufgaben-und-losungpdf/283506
https://dk4ek.de/mathematik/kudisk.pdf
https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5582762164/Aufgaben-Kurvendiskussion.pdf?t=1328956036
https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5582762164/Aufgaben-Kurvendiskussion.pdf?t=1328956036
https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5676969064/Aufgaben-Kurvendiskussion-L%C3%B6sungen.pdf?t=1345381574
https://www.mathe-in-smarties.de/app/download/5676969064/Aufgaben-Kurvendiskussion-L%C3%B6sungen.pdf?t=1345381574
http://www.raschweb.de/emg-g9/M_Kl__11/M11-Kurvendiskussionen.pdf
https://www.mathepower.com/kurvendiskussion.php

1.16.2. Konstante Geschwindigkeit

Wenn du dich mit der konstanten Geschwindigkeit von z. B. v = 3 m/s bewegst, dann legst

du in 1 Sekunde 3 m zurick. In t Sekunden hast

du t - 3 m zurlckgelegt. Fur die zugehtrige Weg | s(t) in Metern
— Zeit — Funktion gilt also s(t) = 3t, mittin |

Sekunden und s(t) zurickgelegter Weg in m im
Zeitintervall [0, t].

. o . . . £ in Sekunde
Bei konstanter Geschwindigkeit ist die Steigung 7 3 7 & & ”:'2 : '11-:," =
der weg — Zeit — Funktion s konstant. Fir die Ableitungsfunktion von s gilt: s‘(t) = 3. Also ist

s‘(t) die konstante Geschwindigkeit v.

1.16.2.1. Aufgaben

Lukas und Franzi bewegen sich jeweils mit konstanter Geschwindigkeit. In der Abbildung
sind ihre Weg — Zeit — Funktionen dargestellt. Ermittle
die zugehorigen Geschwindigkeiten von Lukas und

Franzi.

Franzi

Lukas

AB-Physikalische Anwendungen der Differentialrechnung-

Ausarbeitung.pdf (univie.ac.at)

Materialien, Videos & Quizzes (univie.ac.at)

Losung
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https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Physikalische_Anwendungen_der_Differentialrechnung-Ausarbeitung.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Physikalische_Anwendungen_der_Differentialrechnung-Ausarbeitung.pdf
https://mmf.univie.ac.at/materialien/

1.16.3. Mittlere Geschwindigkeit

In der Abbildung ist eine nichtlineare Weg — Zeit — Funktion (blau) dargestellt. Die

s(t) in Metern

i
: t iniSekunden
1 2 3 4

Geschwindigkeit ist also nicht konstant. 0

Die Steigung der gelben Sekante ist m = Lo dm_gm

, Sie entspricht der mittleren
At 3s N

Geschwindigkeit im Intervall [0,3].

In welchem Zeitintervall [0,2] bzw. [0,3] ist die Geschwindigkeit gro3er? Die rote Sekante
durch die Punkte (0/s(0)) und (2/s(2)) hat eine kleinere Steigung als die gelbe Sekante
durch die Punkte (0/s(0)) und (3/s(3)), weshalb die mittlere Geschwindigkeit in diesem

Intervall geringer ist.

1.16.4. Momentangeschwindigkeit

Die Steigung der Tangente im Punkt xo im Weg — Zeit - s(f) in Metern

Diagramm gibt die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt xo an.

-
1

] f iniSekunden
oA 2 3 4

j‘;'xir] in Metern In der Abbildung ist die Weg — Zeit — Funktion s dargestellt.
. Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1,3] berechnet
" man mity = $&=s® _ 12 _ gm

o 3-1 2 s’

: Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 1 bestimmt man mit
: —g(1) = _ 4™

: v(1)—s(1)—25—4s.

4

3

2

! t in Sekunden_

] 1 1.5 2 2.5 3
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1.16.4.1. Aufgaben

Unter idealen (Winter-) Bedingungen (keine Hektik, keine Reibung, keine Kompromisse)
gleite ein Schlitten einen Hang mit einem Gefélle von z.B. 5% hinab.

Der vom Schlitten zuriickgelegte Weg wird dann beschrieben durch den Term s(t) = 0,25¢t2.
Dabei steht t fur die Zeit nach dem Start aus der Ruhe in Sekunden und s fir die seit dem
Start aus der Ruhe zurtickgelegte Strecke in Metern.

a) Vervollstandige die Tabelle

t 0 2 4 6 8 10 12 14

S

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an welchem der Schlitten mit dem Baum Kontakt

aufnimmt, wenn dieser 100 m weit vom Start entfernt auf der Schragen steht.

c) Berechnen Sie 7(0; 20) , zeichnen Sie die entsprechende Sekante (die Gerade durch die

Punkte P (O | ?) und P (20 | ?) in ein Koordinatensystem ein und bestimmen Sie die

s(t2) —s(t1)

Steigung dieser Geraden. Es sei v(t;;t;) = po—
2~ LU

1.16.5. Die Geschwindigkeit — Zeit — Funktion

Die momentane Anderungsrate der Weg — Zeit — Funktion s
zum Zeitpunkt to ist genau die Geschwindigkeit zu diesem
vlfy)  Zeitpunkt.
die Ableitung der Weg — Zeit — Funktion s ist also die
i Geschwindigkeit — Zeit — Funktion v. Also ist s'(t) = v(t).

1.16.6. Die konstante Beschleuniqung

Ein Fahrzeug beschleunigt aus dem Stand mit der konstanten

w(t) in m/s

=]

Beschleunigung a = 6 m/s2. Das Fahrzeug wird also pro Sekunde *
um 6 m/s schneller. Fur die zugehorige Geschwindigkeit — Zeit—
Funktion gilt daher v(t) = 6t, mit t in Sekunden und s
v(t) = Geschwindigkeit in m/s zum Zeitpunkt t.

In der Abbildung sieht man, dass bei konstanter Beschleunigung o 1 2 3 4 5 &
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die Steigung von v konstant ist. Fur die Ableitungsfunktion von v gilt v‘(t) = 6 m/s2. Also ist

v(t) die konstante Beschleunigung a. 2 a = v'(t)

1.16.7. Anwendungsaufgaben e _ -
-',u-'":- Jan s
1.

David fahrt mit dem Fahrrad einen Hlgel bergab. Der Graph .

seiner Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist rechts im 7
Zeitintervall [0; 8] dargestellt. Ermittle jeweils das
angegebene AnderungsmaR von v, und interpretiere das
Ergebnis im Sachzusammenhang. 3
a) Absolute Anderung von v im Zeitintervall [0; 5]
b) Relative Anderung von v im Zeitintervall [0; 5] L | tins,
c) Mittlere Anderungsrate von v im Zeitintervall [0; 5]

d) Momentane Anderungsrate von v zum Zeitpunktt = 7

2.

Ana legt eine Getrankeflasche in den Gefrierschrank mit konstanter Umgebungstemperatur
—-20 °C. Zu diesem Zeitpunkt t = O betragt die Getranketemperatur 22 °C.

Fur den zeitlichen Verlauf der Getranketemperatur gilt: T(t) =a - e %002t + b mit t... Zeitin
Minuten (t =2 0) T(t). . . Getranketemperatur in °C zum Zeitpunkt t

a) Ermittle die Parameter a und b.

b) Berechne die momentane Anderungsrate der Getranketemperatur nach 2 Stunden.
Welche Einheit hat die momentane Anderungsrate von T?

3.

Ermittle aus dem Graphen der Weg — Zeit — Funktion s & |ait) in Metern

die mittlere Anderungsrate im Intervall [5,11] und gib .
deren Einheit an ‘ //

’ [ in Sekunden
Q i 2 2 4 & &5 7 & 8 WM N
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4.

Ermittle aus dem Graphen der Geschwindigkeit — Zeit — Funktion v die mittlere

Anderungsrate im Intervall [5,11] und gib deren Einheit an

Sp(t)inmys

| t in Sekunden
=} 1 2 * 4 5 B T 8B ® W N

Aishe macht einen Fallschirmsprung. Sie startet zum Zeitpunkt t = 0s. Der von ihr

zuruckgelegte Weg wird in den ersten 5 Sekunden durch die Weg — Zeit — Funktion s

9

modelliert. Es ist s(t) = % - t2, mit t Zeit in Sekunden und s(t) zurtickgelegter Weg in m.

Bestimme die daraus resultierende Geschwindigkeit — Zeit — Funktion v

6.

Im abgebildeten Weg — Zeit — Diagramm ist der
Funktionsgraph fir die ersten Sekunden eines 160
Motorradfahrers dargestellt. Bestimme die =
mittlere Geschwindigkeit v in den ersten 20

Sekunden in km pro Stunde.

Quelle:

https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p _mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-

Physikalische _Anwendungen_der_Differentialrechnung.pdf

7. Die Geschwindigkeit v eines bewegten Korpers zum Zeitpunkt t ist die Ableitung der
Funktion s(t) nach der Zeit, wenn s(t) den bis zum Zeitpunkt t, in Sekunden, zurtickgelegten

Weg beschreibt. Im freien Fall ohne Reibung wird die Weg — Zeit — Funktion durch s(t) = %tz

beschrieben, wobei g ~ 9,81 gdie Erdbeschleunigung ist.

a) Welche Funktion gibt die Geschwindigkeit v(t) beim freien Fall an?

b) Nach welcher Zeit erreicht ein frei fallender Kérper eine Geschwindigkeit von v = 30
km/h?

Quelle: so viel Mathe muss sein.

LOsung
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https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Physikalische_Anwendungen_der_Differentialrechnung.pdf
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Physikalische_Anwendungen_der_Differentialrechnung.pdf

2. Gebrochenrationale Funktionen

2.1. Definition

Funktionen vom Typ f(x) = %, wobei p und q ganzrationale Funktionen sind, heil3en

gebrochenrationale Funktionen. Sie sind an den Stellen, an denen der Nenner Null wird,

nicht definiert.

2.2. Produktregel

Die Produktregel oder auch Leibnizregel (nach dem bedeutenden Mathematiker Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)) lautet wie folgt:

Sind die Funktionen u(x) und v(x) differenzierbar, so ist auch die Funktion f(x) mit
f(x) = u(x) * v(x) differenzierbar. Es gilt dann: f(x) = u‘(x) * v(x) + u(x) * v'(x) oder in

Kurzschreibweise f'(x) =u‘ev+u -V

Beispiel:

f(x) = sin(x) * 2x3

u = sin(x); u‘ = cos(x)

v =2x3% v = 6x?

fi(x) =u'*v+u-evVv =cos(x)e2x®+ sin(x) * 6x*

Da hier das Kommutativgesetz gilt, spielt es keine Rolle welchen Faktor man als u bzw. v

ansieht.

Video: https://youtu.be/pi ql7XcEyl

Onlinelibung: https://www.mathematik-oberstufe.de/analysis/a/produktregel-aufgaben.html

2.2.1. Aufgaben

Bilde mit der Produktregel jeweils die erste Ableitung

1. f(x)=x e sin(x) 2. f(x) = X* * cos(x)
3. f(x) = sin(x) + cos(x) 4, f(x) = (2x + 3) * sin(x)

5. f(x) = (2x + 3) » cos(x) 6. f(x) = (sin(x) + cos(x)) « tan(x)
7. f(x)=xex 8. f(x) = Vx * sin(x)

9.  f(x)=x*+ (2 +sin(x)) 10.  f(x)= x*tan(x)
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https://www.mathekars.de/elementor-596/
https://youtu.be/pi_q17XcEyI
https://www.mathematik-oberstufe.de/analysis/a/produktregel-aufgaben.html

11.  f(x) = sin(x) « tan(x) 12. f(x) = Vx * tan(x)

13.  f(x) = sin(x) * x 14. f(x) = eX+ X2

15.  f(x) = (€X=2)* (x + 2) 16. f(x) = In(x) * x

17.  f(x) = In(x) * sin(x) 18. f(x) = cos2(x)

19.  f(x) = vx « 20. f(x) = x2 * sin(x)

21, f(x) = (x2- x + 2) * sin(x) 22. f(x) = e * cos(x)
Lésung

2.3. Quotientenregel

Sind die Funktionen u(x) und v(x) differenzierbar und ist v(x) # 0, so ist auch die Funktion f

u’ () ov(x)—u(x)evr(x)

i = ™) 4 i i - f = i
mit f(x) = o differenzierbar. Es gilt dann: f(x) o) oder in
. L uev—uevr _. . .
Kurzschreibweise f(x) = — Diese Regel wird Quotientenregel genannt.
Beispiel:
_2x%+42
) =5
u=2x2+2; u" =4x
v=3x—-1, v =3
F(x) = wev—uevr _ 4xe(3x—1)—[(2x2+2)e3]  12x2-4x—[6x2+6]  12x2-4x—6x2-6 _ 6x2—4x—6
a v? - (3x—1)? - (3x—1)? - (3x—1)? T (3x-1)?

Die Binomische Formel im Nenner wird in der Regel nicht berechnet, da man meist noch

weitere Ableitungen bilden muss.

Video: https://youtu.be/EuaMLg -MTA

Onlinetibung: https://www.fit-in-mathe-online.de/ableitungen/produktregel-quotientenregel-

grundlagen-aufgabenblatt03
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https://www.mathekars.de/elementor-596/
https://youtu.be/EuaMLg_-MTA
https://www.fit-in-mathe-online.de/ableitungen/produktregel-quotientenregel-grundlagen-aufgabenblatt03
https://www.fit-in-mathe-online.de/ableitungen/produktregel-quotientenregel-grundlagen-aufgabenblatt03

2.3.1. Aufgaben

Bilde mithilfe der Quotientenregel jeweils die erste Ableitung

2 2 _ 5
1) f(x) = 2;‘” ) ) = —
3 1 4x+3
3) () = 4) 09 = 5
; .
5) f(x) = 2 ) f0) = 2
Vx 8 ’
7) 109 = 49:2 : i) = Si::(x)
9 00=27 ) 0= s
Vx 12
1) f) = 2 ) o) = Vf )
Sin(x
l X
13) f(x) = 22 i f0) = o =
X
(x - 30)° 16 2(x3 —
15 f() = 5= : f(x) = %
X X
__ cos(2x) 18) x — 3
INf) = mos flx) = VPR
Video Onlineaufgaben
Losung

2.4. Kettenregel

Um von z. B. f(x) = sin(x?®) die Ableitung bilden zu kénnen, benétigt man die Kettenregel.
Diese wird auf Funktionen angewendet, die sich als Verkettung differenzierbarer Funktionen
darstellen lassen.

Sind die Funktionen u(x) und v(x) differenzierbar, dann ist auch die Funktion, die aus deren
Verkettung besteht, ndmlich f(x) = u(x) o v(x) = u(v(x)), differenzierbar. Es gilt dann:

Ist f(x) = u(x) 0 v(x) = u(v(x)), so ist f(x) = (u o v)'(x) = u‘(v(x)) * v¥(x)
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https://www.youtube.com/watch?v=lO0ID62oNds
https://www.mathekars.de/mathe/quotientenregel.html
https://www.mathekars.de/elementor-596/

u(x) nennt man auch auf3ere, v(x) innere Funktion von f.

Die Kettenregel lautet in Wortform: AuBere Ableitung mal innere Ableitung.

Beispiel:

f(x) = (3 + 2)2

v(x) = x® + 2, hieraus folgt fur u(v) = v2
Bilde nun jeweils die Ableitungen

vi=3x3 U =2v

Mit der Kettenregel folgt nun:
F(X) =u'(V(X)) s V(X)) =2 (X3 +2) e 3x2=2+3x2+ (Xx3+2)=6x>° (x> + 2)

2
Greifen wir die vorherige Funktion nochmal auf. Die Ableitung von f(x) = 23’;—_12 ist

_ 6x%—4x—6
(3x-1)?

f(x)

Die zweite Ableitung wird mithilfe der Quotienten- und Kettenregel bestimmt. Da die
Variablen u und v schon durch die Quotientenregel belegt sind, benutze ich a und i fur die

aul3ere (a) und innere (i) Funktion.
U=6x2-4x—-6;u"'=12x—-4
v=3x-1)2>i=3x—-1;i'=3unda=i%a’'=2i
vi=a(i(x)«i‘(x)=2+(3x—=1)*3=6°+(3x—-1)

_uev—uevr  (12x—4)e(3x—1)%—(6x%2—4x—6) * 6 ¢(3x—1)
- v? - (3x—1)%)?

(%)

Aus ((3x — 1)?)2 wird (3x — 1)*

Im nachsten Schritt kiirzt man 3x — 1, woraus folgt

F4(x) = (12x-4) +(3x—1) - (6x2—4x—6) « 6 _ 36x2—12x—12x+4—[36x%—24x—36]
)= (3x-1)3 - (3x-1)3

_ 36x% — 24x + 4 — 36x2% + 24x + 36

B (3x — 1)3

wjor _ 40
) = (3x-1)°

Video: https://youtu.be/5XTyvEe70Fs
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https://youtu.be/5XTyvEe70Fs

Onlinetibung: http://schlaukopp.org/mod/resource/view.php?id=230

https://de.serlo.org/mathe/24525/aufgaben-zur-kettenreqgel

https://www.mathematik-oberstufe.de/analysis/a/kettenregel-aufgaben.html

https://www.fit-in-mathe-online.de/ableitungen/kettenregel-grundlagen-aufgabenblatt02

Auf der Seite https://www.ableitungsrechner.net/ kann man Ableitungen online berechnen

lassen.

2.4.1. Aufgaben
Bilde mit der Kettenregel jeweils die erste Ableitung

1) f(x) = (@x + 4y 2) f(x) = (6 + x2)3

3)  f(x) = (2 - 3x — 4x3)* 4) f(x) = sin(2x)

5)  f(x) = cos(3x?) 6) f(x) = tan(4x?)

7) f(x) = sin(3x - 7) 8) f(x) = cos(In(x))

9) f(x) =2 10) f(X) = cos(2x2 + 3x — 5)
11)  f(x) = cos?(x) 12) f(x) = cos(sin(x))
13) f(x) =e*’ 14) f(x) = In(x + 5)
15)  f(x) = V5 —9x 16) f(x) = sin(m + 4x)
17)  (x) = \/cos(x)) 18) f(x) = sin(3x) + cos(4x)
19)  f(x) = (cos(x) + sin(x))2  20) f(x) = esin®
Video Onlineiibung
Loésung

2.5. Definitionsbereich

Da bei einer Division der Divisor bekanntlich nicht Null sein darf, muss man bei einer
gebrochenrationalen Funktion tberprifen fur welche x — Werte der Nenner bzw. der Divisor
Null ist.

Hierzu setzt man den Nenner = 0 und I6st nach x auf. Die gefundenen Zahlen stellen die
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http://schlaukopp.org/mod/resource/view.php?id=230
https://de.serlo.org/mathe/24525/aufgaben-zur-kettenregel
https://www.mathematik-oberstufe.de/analysis/a/kettenregel-aufgaben.html
https://www.fit-in-mathe-online.de/ableitungen/kettenregel-grundlagen-aufgabenblatt02
https://www.ableitungsrechner.net/
https://www.mathekars.de/mathe/Kettenregel.html

Definitionsliicken dar.

x%2-3x+4

Beispiel:

Finde die Nullstellen des Nenners, setze diesen hierzu = 0.
X—2=0-—>x=2
Die Zahl 2 ist also die Definitionsliicke.

Daraus ergibt sich folgender Definitionsbereich: ID = R\ {2}

Video: https://youtu.be/Ooid7|rf9L4

Onlinelibung: http://www.raschweb.de/Q11-m-Polstellen.pdf

2.5.1. Aufgaben

Bestimme jeweils den Definitionsbereich

x3 2x+5 3x

a) f(x) - (X—O,S)Z b) f(x) - x2_3y C) f(x) - X244

6x 2x2-8x+6 22x%-28x+6,67
d) f(x) = -2 e) f(x) = X2 _5x+12 Nflx)= x3-2x2-5x+6

e5% X547 . x°%6-17

9 f(x) = S 322187740 h) f(x) = > ) f(x) = —xs
Video Onlineaufgaben
LOsung

2.6. Asymptote

Unter der Asymptoten versteht man eine Gerade oder eine Parabel, der sich der
Funktionsgraph immer mehr annéhert, je weiter man auf der x - Achse in Richtung +
oder —« geht.

Wie kann man die Funktionsgleichung der Asymptoten bestimmen? Man dividiert mittels

Polynomdivision den Zahler durch den Nenner. Das Divisionsergebnis stellt dann die

Asymptotengleichung dar. Dabei bleibt nattrlich ein Rest Ubrig. Dieser wird fur
X — + oder x —— dann sehr klein, er geht gegen Null und wird nicht beriicksichtigt.
Anschaulich kann man sagen, dass der Abstand zwischen dem Funktionsgraphen und

der Asymptoten sehr klein wird, wenn man auf der x - Achse nur weit genug nach links
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https://www.mathekars.de/elementor-604/
https://youtu.be/Ooid7jrf9L4
http://www.raschweb.de/Q11-m-Polstellen.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=1OSdkV_iEOA
https://www.mathekars.de/mathe/definitionsbereich.html
https://www.mathekars.de/1-2-3-asymptote/
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Polynomdivision-Ausarbeitung.pdf

oder rechts geht.

x3-3x%-4x

Nehmen wir die Funktion f(x) = Ep—

Wenn man den Zahler durch den Nenner dividiert ergibt sich:

(x3-3x2-4x):(x2-6x+8):X+3+%
-(x3 - 6X2 + 8X)
(3x2 - 12x)
-(3x2 - 18x + 24)
6X — 24
Man erhélt also f(X) = % =x+3+ xff;jig

6x—24

Strebt x nun gegen +« oder —«, so strebt auch der Rest —
xX“—6x+8

gegen 0. Es bleibt x + 3

ubrig. Die Asymptote hat also die Gleichung a(x) = x + 3.

| r

7

Der Gr.éph von f (griin) nahert sich dem Graphen der Asymptoten (rot) immer weiter an,

je weiter man auf der x-Achse in Richtung +« oder —« geht.

(Quelle: https://dk4ek.de/lib/exelfetch.php/gebrikt.pdf)

Video: https://youtu.be/iVcWbkOBpxM
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https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/gebrfkt.pdf
https://youtu.be/iVcWbkOBpxM

2.6.1. Aufgaben

Netzibung: https://de.serlo.org/mathe/24684/aufgaben-zum-berechnen-von-asymptoten

https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/gebrfkt.pdf

Bestimme jeweils die Asymptote

a) f(x) = 92? b) f(x) = xxi o) f(x) = = d) f(x) = xfz;iz
2 _ 2

90 =Fn  PMWEES 0= k=0

Video

Losung

2.7. Schnittpunkte mit den Achsen

2.7.1. Schnittpunkte mit der x — Achse

Die Schnittpunkte mit der x — Achse, die Nullstellen, bestimmt man, indem man die

Funktion = O setzt. Da sich bei einer Division immer dann 0 ergibt, wenn der Dividend O
ist, reicht es, wenn man den Z&hler = 0 setzt.

Man bestimmt folglich die Nullstellen einer gebrochenrationalen Funktion, indem man
die Nullstellen des Zahlers bestimmt.

Beispiel:

f(x) =

4x—-8
x2—-2x+2

=2 4x-8=0

4x—-8=0 |+8
4x =8 |: 4
X=2

Also liegt bei Sx(2/0) ein Schnittpunkt des Graphen mit der x — Achse vor.

2.7.2. Schnittpunkt mit der y — Achse

Den Schnittpunkt mit der y — Achse erhalt man, indem man den Funktionswert an der

Stelle O berechnet, also f(0) bestimmt.

Beispiel:
_ 10x?-5 _ 1005 5
i) = x2—2x+2 > 1(0) = 02-200+2 2 2,5
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https://de.serlo.org/mathe/24684/aufgaben-zum-berechnen-von-asymptoten
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/gebrfkt.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=Wkb-1UIxrSo
https://www.youtube.com/watch?v=Wkb-1UIxrSo
https://www.mathekars.de/elementor-654/

Also schneidet der Graph die y — Achse bei Sy(0/ - 2,5)

2.7.3. Aufgaben

Bestimme jeweils den Schnittpunkt mit der x — und der y — Achse

a) f(x) = = b) f(x) == ) f(x) = o——
Q) () =25 g f(x) = 2R N1(x) = S

0) f(x) = = h) f(x) = 2 ) f(x) = 5=
Video Onlineaufgaben
LOosung

2.8. Symmetrie

2.8.1. Achsensymmetrie

Eine Funktion ist dann achsensymmetrisch zur y — Achse, wenn
gilt f(x) = f(—x)

7x8+4x%-5
M) = e
_ 7(-x%)8+4(-x)%2-5 _ 7x8+4x%2-5 _
f(_X) T2(=0%+3(=x)?  2x*+3x% f(X) \ :

Somit ist die Funktion symmetrisch zur y — Achse.
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https://www.mathekars.de/mathe/schnittpunktegr.html
https://www.mathekars.de/elementor-666/

2.8.2. Punktsymmetrie

Eine Funktion ist dann punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn gilt
f(=x) = —f(x) |

5
f(x) = 2xe—3 ;
—f(x) = =1« f(x) = t
x5 -1 x5 —x5

e - = —
2x2-3 1 2x%2-3 2x2-3

I G0 S o
f('X) - 2(_x)2_3 - 2x2_3
Ursprung

= —f(x) = f(x) ist punktsymmetrisch zum

Video: https://youtu.be/FGARQEpwEeA und
https://youtu.be/BrRogO37Myc

2.8.3. Aufgaben
Netzibungen: https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf (Ab Seite
8)

Bestimme die Art der Symmetrie

a) f(x) = = b) f(x) = —— ) f(x) = o
) f(x) = T2 e) f(x) = 222 NI = 2
0) f(x) = 5= h) £(x) = ) () =%
Video

LOosung
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https://youtu.be/FGARQEpwEeA
https://youtu.be/BrRogO37Myc
https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=0Uyaxge1vTA

2.9. Verhalten im Unendlichen

Moéchte man den Grenzwert einer gebrochenrationalen Funktion bestimmen, so

bestimmt man den Grenzwert des Zahlers und den des Nenners. Ist dieses Ergebnis

0 oo [o)

= = = — oder — so wendet man die Regel von L’Hospital an. Diese Regel besagt,

0 o’ —o’
dass in diesen Fallen der Grenzwert berechnet werden kann, indem man den Z&hler

und den Nenner jeweils fiir sich ableitet und dann die jeweiligen Grenzwerte berechnet.
Das man macht man so lange bis das Ergebnis nicht mehr g; —; — oder — lautet. Der

Grenzwert der Funktion ist dann dieser “letzte” Grenzwert.

Beispiel:

f(x) =

x2+4x
x3—4x+3

—00
r—h

xZ+4x

lim
x—o00 X3—4x
—00

| Regel von L‘ Hospital

—>00

lhn

N~ |Regel von L Hospital

—00

. 2
lim—=0
xea)éf

-0

—00
’_h

x2+4x

| Regel von L‘ Hospital

x——00 X3—4x+2
g 27 e
——00

—)00
2%+4

lim ——
xX——00 3X
—00

| Regel von L‘ Hospital

. 2
lim —=0
X——00 éf
——=00

Video: https://youtu.be/kY20KOfasAs

Zum mathematischen Verstandnis von ,unendlich®: https://yvoutu.be/XTsaZRKx9UI
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https://www.mathekars.de/2-3-asymptote-verhalten-im-unendlichen/
https://youtu.be/kY2OKQfasAs
https://youtu.be/XTsaZRKx9UI

2.9.1. Aufgaben

Netzibungen: www.raschweb.de/Q11-m-gebrochenrational.pdf

https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf (Ab Seite 8)

Bestimme jeweils die Grenzwerte der Funktion

) f(x) = = b) f(x) = == o) f(x) = 3;‘; d) f(x) = 15_x;
&) f(x) = 218 fx) = 220 Q) =252 nyfx) ="

Video Ldsung

2.10. Extrema

Ebenso wie bei ganzrationalen Funktionen bestimmt man die Nullstellen der ersten
Ableitung und setzt diese in die zweite Ableitung ein, um Extrema zu bestimmen.
Man bestimmt die erste Ableitung mittels der Quotientenregel.

Beispiel

3_0gy2 _
f(X) — x°—=9x“+25x—-25

x—1
U=x3-9x2+ 25x—25;u =3x?-18x + 25
v=x-1,v=1

oy _ wWv—uwwr  (3x2-18x+25)-(x—1)—(x3-9x?+25x-25)-1
f(X) - vZ - (x_1)2

_ 3x3-3x2-18x2+18x+25x—25—x3+9x2-25x _ 2x3-12x%+18x
(@-1)? S

Die Nullstellen dieser Ableitung bestimmt man, indem man den Zahler O setzt
2x3-12x2+18x =0

& X(2x2-12x+18)=0->x1=0

Da der Wert in der Klammer O ergeben muss, setzt man den Klammerausdruck ebenfalls 0

und l6st diese quadratische Gleichung mithilfe der p — q — Formel auf.
2x2-12x+18=0]:2

S X-6x+9=0;p=-6;9=9
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http://www.raschweb.de/Q11-m-gebrochenrational.pdf
https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=o4r-F3M_B1Y
https://www.mathekars.de/elementor-675/

p 2% -6 -6
x2/3=—§i (—) —q=——F= (7> —-9=31+0=

Man hat also die zwei Nullstellen x1 =0 und x2 = 3.

Diese setzt man in die zweite Ableitung ein.

_ 2x3-12x%+18x
(x-1)*

u=2x3-12x2+18x; u* = 6x%-24x + 18
v=X-12-2i=x-1;i'=1unda=ia"=2idv=a-i=2«(x=-1)1

" _uv-uwr 6x%—24x+18)-(x—1)%?—(2x3-12x2+18x)-(2:(x—-1)) ..
o) = 2o - ) o | (x— 1) kilrzen

Auf f(x) wendet man die Quotienten- und Kettenregel an.

_ (6x2-24x+18)-(x—1)—-(2x3-12x%+18x)-2 _ 6x°—6x%—24x+18x—18—4x3+24x2-36x _ 2x°—6x2+6x—18

(x-1)? (x-1)? (x-1)°

Setze nun die beiden Nullstellen der ersten in die zweite Ableitung ein.

2:03-6-0%+6-0—18
(0-1)°

f(0) =

> 0 - Tiefpunkt

2:33-6:32+6:3—18
(3-1)°

f“(3) = = 0 - Sattelpunkt

Um jeweils die y — Koordinaten der Extrema zu bestimmen, setzt man die Nullstellen der

ersten Ableitung in f(x) ein.

03-9:02+25:0—25
f(0) = T2 1220722 = o7
0-1
33-9-32425:3-25 _
3-1

f(3) = 0

Extremum (0/27) und Sattelpunkt(3/0)

Video: https://youtu.be/y912w2nGjY0

2.10.1. Aufgaben

Netziibungen: https://de.serlo.org/mathe/58495/aufgaben-zur-kurvendiskussion-bei-

gebrochen-rationalen-funktionen

Bestimme die Extrema der Funktionen

x3 2—x? x3-2x2%+4x

) f(x) === b) f(X) = == o) f(x) = ——
Q) f(x) = = &) f(x) = 2= 01(X) = s
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https://youtu.be/y9I2w2nGjY0
https://de.serlo.org/mathe/58495/aufgaben-zur-kurvendiskussion-bei-gebrochen-rationalen-funktionen
https://de.serlo.org/mathe/58495/aufgaben-zur-kurvendiskussion-bei-gebrochen-rationalen-funktionen

0 f(x) =" (9 = =5 ) f(x) = =

Losung

2.11. Wendepunkte

Ebenso wie bei ganzrationalen Funktionen bestimmt man die Nullstellen der zweiten

Ableitung, um die Wendestellen zu erhalten. Hierzu setzt man den Zahler 0.

Beispiel:

f(X) — x3-9x2425x-25

x—1

2x3-6x2+6x—18
(x-1)°

f(x) =

2x3-6x2+6x—-18=0 |:2

x2-3x2+3x—-9=0
Man rat die erste Nullstelle x1 = 3 und fuhrt dann die Polynomdivision durch
X3-3x2+3x—9:(x=3)=x2+3
-(x3 - 3x3)
3x—-9
-(3x—=9)
0

x2+3=0|-3

x2=—3 -> Wurzelziehen ist hier nicht moglich, weswegen es keine weiteren Nullstellen
gibt.
Setze x = 3 in f ein, um die y — Koordinate zu berechnen

f(3) — 33-9-32425-3-25 -0

3-1
Somit hat der Wendepunkt die Koordinaten W(3/0)

Video: https://youtu.be/FPRBTkwmxPw

2.11.1. Aufgaben

Netzlibung: http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/uea_kd geb_fkt.pdf
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https://www.mathekars.de/2-9-wendepunkte/
https://youtu.be/FPRBTkwmxPw
http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/uea_kd_geb_fkt.pdf

Bestimme die Wendepunkte der Funktionen

) () = = ) (x) = 52 0 f(x) = T2
d) f(x) = == &) f(x) = 2 N = —
910 =5 i) =155 ) =
Losung

2.12. Unstetigkeitsstellen

Bei gebrochenrationalen Funktionen interessiert, ob an den sogenannten
Unstetigkeitsstellen ein Pol oder eine Licke vorliegt. Unstetigkeitsstellen sind die, an denen
man den ,Stift beim Zeichnen des Graphen anheben muss®. Das ist da der Fall, wo fur
einen x — Wert kein Funktionswert vorliegt, weil an dieser Stelle sich eine Division durch O
ergabe. Diese x — Werte hat man meist bereits beim Bestimmen des Definitionsbereichs
ermittelt.

Beispiel:

f(x) = —
Ermittle die Nullstellen des Nenners: x—7=0->x=7 =2 D =|R/{7}

Liegt nun bei x = 7 ein Pol oder eine Licke vor?

Es gilt:

Ein Pol liegt genau dann vor, wenn Z(xo) # 0 und N(xo) = 0

Eine Lucke liegt genau dann vor, wenn Z(xo) = 0 und N(xo) =0

Man setzt also 7 in den Z&ahler ein: Z(7) = 4 # 0. Daraus folgt, dass bei x = 7 ein Pol

vorliegt.

2.12.1. Aufgaben
Bestimme die Art der Unstetigkeitsstelle

_ Xx+4 _ (2x+5)(x-2) _ X*+4
a) f(x) = —; b) (X) = ere) 0 f(x) ==

_ x2-5x+6 _ x%—4x+4 _ x%4x-2
D 0) = s &) = e NI = o
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x3-15x2+74x—-120 _ x3-7x%2+14x-8
h) f(x) =
x3-12x2+47x-60 x2+2x-15

g) f(x) =

Video

2.13. Kurvendiskussion gebrochenrationaler Funktionen mit e — Funktion

Die Kurvendiskussion von gebrochenrationalen Funktionen, in denen im Zahler oder
Nenner die e — Funktion vorkommt unterscheidet sich nicht wesentlich von der bisher

bekannten Kurvendiskussion.

5x

Diskutieren wir exemplarisch die Funktion f(x) = 2;4
Definitionsbereich: N(XY) =0 > 2x+4=0-> x=-2 =2 ID = R \{-2}
Unstetigkeitsstelle: Z(0) = e%%=e%=1 # 0 = Pol bei 0
Schnittpunkte mit den Achsen:
Sx: f(x) = 0 = e%*= 0. Da e? immer ungleich 0 ist, gibt es auch fiir e>*= 0 keine Losung und
somit keinen Schnittpunkt mit der x — Achse.

e>0  ef

Sy:x =0 f(0) = =2 =~ 3 5,(00,25)

200+4 4

Asymptote: > : (2x+4) =0+ R 2> ya=0
Symmetrie:

e Se(-x) e 5%

Achsensymmetrie: f(x) = f(—x) = f(-x) =

= # f(x) =>» keine Achsensymmetrie
2¢(-x)+4 -2x+4

e5x _e5x
[ ] =
20x+4 2x+4

Punktsymmetrie: f(—x) = —f(x) > —f(x) = =1 « f(x) = _—11 # f(—x) =>» keine

Punktsymmetrie = keine Symmetrie vorhanden

9-e5%X 4 5x-e5%
2x2%2+8x+8

Extrema: f'(x) = =0->9-e¥+5x-e>*=0

9:e5% + 5x - e5% = 0 | e ausklammern

e+ (9+5x)=0 | Fure> =0 gibt es keine Losung
9+5x=0 -9
5x=-9 |: 5
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https://www.youtube.com/watch?v=uUKQF08cz4g

£ (x) = 82-e5%490x-e5%+25x% 5%
2x3+12x2+24x+16

f'(-1,8) >0 > TP

f(~1,8) =0 = TP(-1,8/ 0)

Wendepunkt: f“(x) =0 = 82 e + 90 e>* + 25x%2-e>* =0

82:e%* +90x - e>* + 25x%2-e>* =0 | e5¢ ausklammern

e« (82 +90x + 25x2) =0 | Fur e> = 0 gibt es keine Losung
82 + 90x + 25x2 = 0 - keine L6sung und somit keine Wendepunkte

Grenzwert:

—00
——
e5%

| Regel von L Hospital

1
x—oo 2X+4
&L=

| Regel von L Hospital

m
x—>—o00 2X+4
&ar=

Video: https://www.youtube.com/watch?v=73fFIHzZVwWXA

https://www.youtube.com/watch?v=SYapnDBORhho
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https://www.youtube.com/watch?v=73fFlHzVwXA
https://www.youtube.com/watch?v=SYapnDB0Rho

2.14. Spickzettel

Definitionsbereich: N(x) = 0. Die Nullstellen des Nenners sind die Zahlen, die man nicht in
die Funktion einsetzen darf, da man dann durch 0 dividieren wirde.
ID = IR \ {Xo}

Unstetigkeitsstellen: Die Nullstellen des Nenners werden in den Zahler eingesetzt.
Ist Z(xo) = 0 - Lucke bei xo
Ist Z(xo0) # 0 = Pol bei xo

Asymptote: Z(x) : N(X) =ya+ R

Grenzwertverhalten: Man wendet ggfs. die Regel von H Hospital so lange an, bis im Zahler
oder Nenner ein Grenzwert ungleich unendlich bzw. ungleich steht. Der Grenzwert der
Funktion ist dann der Grenzwert des Zahlers dividiert durch den Grenzwert des Nenners.

Extrema: Man bestimmt die Nullstellen der ersten Ableitung. Diese setzt man in die zweite
Ableitung ein. Die beiden Ableitungen bestimmt man mithilfe der Quotientenregel. Bei der

zweiten Ableitung ist in den meisten Fallen die Kettenregel anzuwenden.

Wendepunkte: Die Wendestellen sind die Nullstellen der zweiten Ableitung.

4—x?

x2-9

Vollstandige Kurvendiskussion der Funktion f(x) =

Definitionsbereich: N(x) =0 > x2-9=0

x2—9=0 |+9

x2=9 |V
X12=43
ID=R\{+ 3}

Unstetigkeitsstellen: Z(xo) =0 ?
Z(3)=4—-32+0-> Polbei 3
Z(-3)=4—-(-3)2+# 0 > Pol bei—-3

Schnittpunkte mit den Achsen:
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Sx2y=0->2(x)=0

4-x2=0 |-4
—x2=-4 | : (1)
X2=4 |V
X2 =% 2

Sx1(—2/0); Sx2(2/0)

Sy>x=0>f0)="?

4-0?
0=55~ —3%
4
Sy(0/=3)
Extrema:
u=4-x%u=-2x V=X2-9;v=2X
ooy ulv-uwr —2x-(x2-9)—[(4-x?%)-2x] —2x3+18x—[8x—2x3] —2x3+18x—8x+2x>
e = v? - (x2-9)? - (x2-9)? - (x2-9)?
_ 10x
- (x2-9)

f(x)=0>10x=0=2>x=0

u=10x;u‘=10

v=(X2—-9)2 i=x2-9;i=2x a=iza=2i
Vizaei'=2+(x*-9)2x=4x"+ (x*-9)

_u'v-uv’  10-(x%-9)%-[10x -4x -(x2-9)] 10 -(x%-9)—[40x?]

_ 10x2-90-40x?

f(x) = p2 ((x2-9)2)2 - (x2-9)3

(x2-9)3
-
F(0) = St = 2> 0> TP
0= 3% =
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4
TP(O/-2)

Wendepunkt:

f‘(x)=0

-30x2-90=0 | + 90
-30x2 = 90 | : (=30)
x2=-3 |V

Keine Losung > keine Wendepunkte
Asymptote: Z(x) : N(x)

4-x3):(x?-9)=(—x2+4):(x*-9)=-1+R

—(—XZ + 9)
-5

| Regel von L Hospital

lim — | Regel von L Hospital

| Regel von L Hospital

lim — | Regel von L Hospital
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-

2

x—>—o00 2
“
-2

Symmetrie:

f(x) = f(~x) > Achsensymmetrie

13 - 14 0

_4-(—x)?* _ 4—x* _ .

f(-x) = s —xis - f(x) = Achsensymmetrie
Graph:

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

y 21 12 / 0 3 4 3 0 / 12 21

16 7 9 8 7 16
B ¢
1 2 3 4

-

-2

-3

Video: https://www.youtube.com/watch?v=UziNEhpSNgA

Vorgerechnetes Beispiel: https://www.qgut-erklaert.de/mathematik/kurvendiskussion-beispiel-

schritte.html
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https://www.youtube.com/watch?v=UzjNEhpSNqA
https://www.gut-erklaert.de/mathematik/kurvendiskussion-beispiel-schritte.html
https://www.gut-erklaert.de/mathematik/kurvendiskussion-beispiel-schritte.html

2.15. Klausurvorbereitung

http://www.soenkevoss.de/Mathematikaufgaben/Kurvenuntersuchungen%2011-
13/Kurvenuntersuchungen%2011-13.htm

http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/luea kd geb fkt.pdf

https://www.walter-fendt.de/math/inf/bspkdaqrf.pdf

https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf (Ab Seite 8)

https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/01/Gebrochenrationale 2019.docx

L&sung hierzu: https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/11/Mathe.pdf

Fuhre jeweils eine vollstandige Kurvendiskussion durch (Definitionsbereich;
Unstetigkeitsstelle, Schnittpunkte mit den Achsen, Extrema, Wendepunkte, Asymptote,

Grenzwerte, Graph)

3 252 3_2x2+4
8) () = —— b) f(x) = == 0) () = =———
244 4 -1
d) () = — &) f0) == 009 =
1 2 . 3-8
0) 1) = > ) ) = = ) 100 ==

Quelle: http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/uea_kd geb fkt.pdf

LOsung

3. Newtonverfahren

Das Newtonverfahren (nach Sir Isaac Newton) ist ein haufig verwendeter

Approximationsalgorithmus zur Losung von nichtlinearen Gleichungen und
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http://www.soenkevoss.de/Mathematikaufgaben/Kurvenuntersuchungen%2011-13/Kurvenuntersuchungen%2011-13.htm
http://www.soenkevoss.de/Mathematikaufgaben/Kurvenuntersuchungen%2011-13/Kurvenuntersuchungen%2011-13.htm
http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/uea_kd_geb_fkt.pdf
https://www.walter-fendt.de/math/inf/bspkdgrf.pdf
https://www.fersch.de/pdfdoc/AufgabenGebrochenrationaleFkt.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/01/Gebrochenrationale_2019.docx
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/11/Mathe.pdf
http://www.fst-intranet.de/elp/ma-pool/pdf/uea_kd_geb_fkt.pdf
https://www.mathekars.de/elementor-762/

Gleichungssystemen, bei denen die Nullstellen nicht wie z. B. durch Polynomdivision zu
berechnen sind.

Die grundlegende ldee dieses Verfahrens ist, die Funktion in einem Ausgangspunkt zu
linearisieren. Man bestimmt hierflr zun&chst ihre Tangente. Die Nullstelle der Tangente
wird als verbesserte Naherung der Nullstelle der Funktion verwendet. Die erhaltene
Naherung dient als Ausgangspunkt fir einen weiteren Verbesserungsschritt. Diese
Iteration erfolgt, bis die Anderung in der Naherungslosung eine festgesetzte Schranke
unterschritten hat.

f(xn)
f(xn)

Es wird, ausgehend von einem Startwert Xo die Iteration Xp+1 = Xn — so oft

wiederholt bis eine gewtinschte Genauigkeit erreicht wird.

Schauen wir uns mal das Beispiel f(x) = x® + 5x — 5 an. Wir kdnnen hier weder x
ausklammern noch eine Nullstelle raten, folglich auch keine Polynomdivision anwenden.
Daher ermitteln wir die Nullstellen mithilfe des Newtonverfahrens.

Ist eine Intervall vorgegeben, in welchem sich die Nullstelle befindet, so nimmt man in
diesem Fall die Mitte des Intervalls als Startwert Xo. Denn je n&her der Startwert an der
Nullstelle liegt, desto weniger Rechenschritte benétigt man.

Wir wahlen in unserem Fall als Startwert X, = 0.

Da wir im Nenner der Iterationsformel mit der Ableitung rechnen, berechnen wir diese
bevor wir mit dem eigentlichen Newtonverfahren beginnen. f'(x) = 3x? + 5.

Im ersten Schritt bestimmen wir x; mit

fxo) _ o 0%450-5 -5 . o
fllxo) 0 3-02+5 0 5 0-(-D=1

X1 =Xo -

Mit dem soeben errechneten Wert X; = 1 bestimmen wir X;

fx1) _ 4 1¥+51-5
frixy) 3-1245

=1--=2=0875
8 8

X2 =X1 -
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Nun bestimmen wir analog dazu X3

0,8753+45:0,875-5 1623

X3 =%, - 192 — 9875 = 0875 — 22 _ 086884
fr(x) 3-0,8752+5 1868
3 . _
Xa = X3 - ﬂ — 0,86884‘ _ 0,86884°+5:0,86884—5 — 0,86884‘ . 0,000099 — 0,86883
f’(x3) 3'0,868842+5 7,26265

Man sieht, dass sich die letzten beiden Werte nur noch in der funften Nachkommastelle
andern. Das soll als Genauigkeit reichen.

Macht man die Probe, bestimmt also f(0,86883), dann erhalt man -0,00000014. Da wir
mit einem gerundeten Ergebnis gerechnet haben, erhalten wir als Ergebnis nicht genau

0. Die Genauigkeit sollte aber fur schulische Zwecke ausreichend sein.

Video: https://youtu.be/xsk71ZsdR6Y

Geogebra — Applet: https://www.geogebra.org/m/aDZwZ8e8

3.1. Aufgaben
Bestimme jeweils eine Nullstelle mithilfe des Newtonverfahrens

a) f(x) = —15x* + 3x3 -3 b) f(x) = —10x* + 4x3 — 9x2 — 3
c) f(x) =—2x3-3x2-3x + 2 d) f(X) = —x>—x*—2x3—2x2+ 2
e) f(x) = —x*—-2x2—-3x + 3 f)f(x) =-3x°-2x3+x2—-3x -5
g) f(x) =-3x>+x3—-4x-5 h) f(x) = 4x> + 2x3 — 6x2 + 2X

Ubung: https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/10/Newtonverfahren.pdf

LOsung
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https://youtu.be/xsk7IZsdR6Y
https://www.geogebra.org/m/aDZwZ8e8
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/10/Newtonverfahren.pdf

3.2. Das Newtonverfahren in Excel

Die Berechnung der Nullstellen mithilfe des Newtonverfahrens kann man in Excel z. B. wie

folgt umsetzen.

f(x) = a X3 + b X2
3 x3 + -3 X?
f(x) = 9 X2 + -6 X
Startwert x0 2
n XN f(xn) f*(xn) xn+1 Differenz [%]
0 2 17 28 1,392857143
1 1,392857 | 4,857917 | 13,10332 | 1,022117618 | 36,27170874
2 1,022118 | 1,157791 | 7,269814 | 0,862857573 | 18,45728067
3 0,862858 | 0,145113 | 8,225374 | 0,845215441 | 2,087294122

Um eine solche Tabelle zu erstellen, brauchen wir evtl. einen Excelkurs.

Formeln werden in Excel mit einem = eingeleitet.

+ cx+ d
+ 4 x + -3

In Zelle B4 ist 3x3 abgeleitet. Hierzu wird der Wert aus B2 mit 3 multipliziert > =3*B2

x3 wird mittels AltGr + 3 dargestellt. Die Berechnung der Potenz geschieht hingegen mit ».

o !
Dieses Zeichen erhélt man, indem man links oben auf A und anschlieBender

Leertaste.

In Zelle B9 wird fir xo der Startwert ibernommen, also =B6.

In Zelle C9 wird der Funktionswert f(xo) berechnet. In Zelle D9 entsprechend f'(xo). In Zelle

E9 wird nun xa mit x, — L&) pestimmit.

fr(xo)

In B10 wird der in E9 berechnete Wert mit =E9 (ibernommen.

In Zelle C19 wird der Funktionswert f(x1) berechnet. In Zelle D10 entsprechend f(x1). In

Zelle E10 wird nun x2 mit x; — L&) pestimmit.

fr(x1)

Kopiert man diese Formeln, dann verschiebt sich auch der Zellbezug, aus B2 wird somit B3.

Das unterbindet man, indem man, wie in Zelle C11 zu sehen, indem man $B$2 schreibt.

Dadurch verschiebt sich B2 beim Kopieren nicht, sondern bliebt fest.
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In Spalte F wird noch die prozentuale Differenz von xn+1 und Xn berechnet, um zu sehen,

wann die Nullstelle die gewtinschte Genauigkeit erreicht.

A B C D E F G H 1)K
1 f(x) = a X + b X2 + ¢ x+d
2 3 X ox + -3 X + 4 x+-3
3 AltGr+3 °
4 f(x)= =3B2 X + =2'E2 X + =H2
5
6 Startwertx0 1
;
8 n xn f(xn) f'(xn) xn+1 Differenz [%)
9 0 =B6 =B2*B6"3+E2*B6"2+H2*B6+K2 =B4*B6"2+E4*B6+H4 =B9-C9/D9
10 1 =E9 =B2*B10"3+E2*B10*2+H2*B10+K2 =B4*B10*2+E4*B10+H4 =B10-C10/D10 =((E9/E10)-1)*100
1 2 =E10 =$B$2*B11*3+$E$2*B11"2+3H32*B11+3K$2 =$B$4*3B$1142+$E$4*B11+$HS4 =B11-C11/D11 =((E10/E11)-1)*100
12 3 =E11 =$B$2*B12"3+SE$2*B12*2+5H32*B12+5K$2 =$BF4*5BH1142+$ES4*B12+$H34 =B12-C12/D12 =((E11/E12)-1)*100
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4. Integralrechnung

4.1. Unbestimmtes & bestimmtes Integral

Um die Flache, die der Graph mit der x - Achse in einem Intervall einschliel3t zu

berechnen, nutzt man die Regeln der Integralrechnung.

Man kénnte daher die Rechtecke ,Uber“ den Graphen gehen .
lassen und hat somit die Obersumme. Am Graphen sieht man,
dass der Flacheninhalt der Obersumme gréf3er als der unter
dem Graphen im Intervall ist.

Wie konnte man die Flache besser bestimmen? Die Idee ist, s
dass man im jeweiligen Intervall ganz viele Rechtecke

einzeichnet und deren Gesamtflache berechnet.

Mo6chte man die Flache unter dem Graphen von f(x) = x2 im
Intervall [0; 3] berechnen, so kdnnte man Rechtecke unter den
Graphen einzeichnen und deren Flache berechnen. Man bildet
die sogenannte Untersumme.

Doch man sieht, an den roten Rechtecken, dass einiges an

Flache fenhlt.
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In den beiden Graphen sind nun, statt 4 bzw. 5 Rechtecke, 24 bzw. 25 Rechtecke

eingezeichnet. Man sieht, dass die Licken kleiner werden.

L 9 -

= 96p

S
o 1 2 3 L] 1 2 8

Aus der Idee, die Breite der Rechtecke kleiner zu wahlen, kommt man letztendlich dazu,
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dass man unendlich viele Rechtecke im Intervall

einzeichnet, deren Breite beliebig klein wird. Dadurch
verschwinden die Licken und man hat die Flache, die der

Graph mit der x — Achse einschliel3t genau berechnet.

Video L ‘



https://www.youtube.com/watch?v=2bW8Zr7oTlY

Wie berechnet man nun, ohne jedes Mal Rechtecke zu zeichnen, die gesuchte Flache?
Hierzu muss man von einer Funktion die sogenannte Stammfunktion bilden. Bei der
Integralrechnung handelt es sich um die Umkehrung der Differentialrechnung. Das
bedeutet, dass die Ableitung der Stammfunktion gerade die urspringliche Funktion

ergibt. Die Stammfunktion selbst wird mit F bezeichnet.

Eine Funktion f nennt man auf einem Intervall [a; b] integrierbar, wenn die Grenzwerte
der Unter- und Obersumme existieren und gleich sind. Die zu integrierende Funktion f

nennt man Integranden, a und b nennt man die untere bzw. obere Grenze des Integrals.

Es sei z. B. f(x) = x2. Die zugehdrige Stammfunktion lautet F(x) = §x3. Leitet man
F(x) = §x3 ab, so ergibt sich F‘(x) = x2 = f(x).

Wie findet man nun die Stammfunktion zu einer beliebigen Funktion des Typs f(x) = x?

Die Stammfunktion findet man durch Anwendung der Potenzregel:
= yn i —iﬂ

f(x) = x'. Dann ist F(x) = —+ C

Beispiel:

441 5
f(x) = x4 -> F(x) = ZT +C= x? + C. Die Konstante C ist eine beliebige reelle Zahl. Beim

Differenzieren ergibt eine Konstante 0 und fallt somit weg.

Fur eine Funktion des Typs f(x) = ax" gilt ebenfalls die Potenzregel. Der Faktor a bleibt

n+1
+C

X
n+1

dabei erhalten. Sei f(x) = ax", dann gilt fir die Stammfunktion F(x) =a *

Beispiel:

f()=2c>FK)=2- 5 +C=2+2+C=2+C

5+1

Es gelten folgende Integrationsregein:

xn+1

Potenzregel: [ x™dx = +C
n+1
n+1
Faktorregel:  [a - x"dx=a - >—+C

Summenregel: [(f(x) + g(x))dx = [f(x)dx + [ g(x)dx

Geogebra — Applet zur Ober- und Untersumme
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https://www.mathekars.de/4-1-unbestimmtes-bestimmtes-integral/
https://www.geogebra.org/m/NgrgGcSq#chapter/18237
https://www.geogebra.org/m/NgrgGcSq#chapter/18237

4.1.1. Aufgaben
Ubung

1. Bestimme jeweils die Stammfunktion

a) f(x) = 3x b) f(x) = 8x®

d) f(x) = —4x3 e) f(x) = 3

g) f(x) = 9x2 + 3x h) f(x) = 3x2 + 4x + 1

) f(X) = —9X7 + 4x6 - 3x? K fx)=Z+%

m) f(x) = 5 — 322 + 2 n) f(x) = ~3x* + 0,75%2

p) f(x) = (2x + 4)2 q) f(x) = 0,5x3 - 6x2 + %x -2
Video

2. Bilde eine Stammfunktion der trigonometrischen Funktion

a) f(x) = sin(x) b) f(x) = cos(x)

d) f(x) = 2 « cos(x) e) f(x) = cos(x) + sin(x)
Video

Lésung

4.2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

¢) f(x) = x12

) f(x) = x2 + X

i) f(x) = X6 - 35 + 73
) f(x) = = 2x6 +2°

1

0) f(x) = —
r) f(x) = Vx
Onlinelibung

c) f(x) = 4 « sin(x)
f) f(X) = 4 « cos(x) — sin(x)

Onlinelibung

Der Wert des bestimmten Integrals entspricht dem Flacheninhalt des Flachenstiicks

zwischen x-Achse und dem Graphen von fim Intervall [a, b]. Diesen Flacheninhalt

bestimmt man tber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
[ Feaax = renl = F®) - F@
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https://www.schullv.de/resources/PDF/Stammfunktionen%20-%20Analysis%20-%20Mathe%20-%20Digitales%20Schulbuch%20-%20Aufgaben.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=KMqDgnQWtvo
https://www.mathekars.de/mathe/stammfunktion.html
https://www.youtube.com/watch?v=-JIXiV7ZyzM
https://www.mathekars.de/mathe/stammfunktion.html

2%2+2x-4

Berechne f_02(2x2 + 4x — 2)dx

202 4x-2

-4

Beispiel:
Bestimme den Flacheninhalt den der Graph von
f(X) = 2x2 + 2x — 4 mit der

x-Achse im Intervall [1, 3] einschliel3t.

3
2x3
A=f(2x2+2x—4)dx= [T+x2—4xl'°1)
1

2 2
=(5-33+32—4-3)—(5-13+12—4-1)

= 15 + 22 = 172 FE (FlachenEinheiten)

0

0
2x3
A= f(2x2+4x—2)dx= T+2x2—2x 5
=2

=(2-0%+2-02-2-0) - (g-(—2)3+2'(—2)2—2'(—2))

=0 62— 62FE
B 3 3

Das Ergebnis ist negativ, da sich die zu berechnende
Flache unterhalb der x — Achse befindet. Flachen, die
unterhalb der x — Achse liegen heil3en negativ orientiert,

solche oberhalb der x — Achse nennt man positiv orientiert.

Video

4.2.1. Aufgaben

1. Bestimme jeweils den Flacheninhalt, den der Graph mit der x — Achse einschlief3t

a) [ (4x — 2)dx

b) f, (- 3x + 4)dx ¢) J;'(5)dx
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https://www.youtube.com/watch?v=ARAzeSH9J9g

d) JJ (P)dx e) [,(% + Ddx f [, Bx? — 2)dx
0) f_22(0,5x2 —2)dx h) f13(5x2 — 2x)dx i) f04(3x2 — 4x + 6)dx

D J, (e¥)dx

Video Onlinelibung

2. Bestimme jeweils den Flacheninhalt, der zwischen den Nullstellen der Funktion liegt.
a)fx)=x2-4 b) f(X) = x2 + 4x c) f(x) =-0,1x2 + 10

d) f(x) =—2x2—4x + 6 e) f(x) =3x2—-2x-9

3. Eine Firma erteilt einer Druckerei den Auftrag ihr Logo,

schraffierte Flache, zu drucken. Dieses Logo kann durch die

Funktion
f(x) = %x3 —0,75x2 + %x + 4, X, y in cm modelliert werden.

a) Bestimme die Flache des Logos.

b) Die Druckplatten werden in quadratischen Platten
angeliefert, die den geringsten Abfall produzieren sollen.
Berechne jeweils den Abfall fur eine Platte.

¢) Bestimme den prozentualen Abfall aus b)

d) Argumentiere, rechnerisch, welches rechteckige Mal3 am wenigsten Abfall produzieren

wirde.

4. Die Randlinien eines ?
Designerfensters kdnnen durch die
Funktion f(x) = —(x — 3)? + 3, sowie
durch die Geraden durch x = 2 und

9 . .
X=- beschrieben werden. MalRe in m.

LOsung
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https://www.mathekars.de/mathe/integral.html

4.3. Funktionen mit Nullstellen

Hat die Funktion im zu berechnenden Intervall Nullstellen, so miussen diese berucksichtigt
werden. Man integriert von der linken Grenze bis zur Nullstelle, von der Nullstelle bis zur

Nullstelle usw. Zuletzt von der Nullstelle bis zur rechten Grenze.

Berechne f_zz(—x?’ + 3x)dx

\

Bestimme vorab die Nullstellen von f(x) = — x3 + 3x

—x3 + 3x = 0 | x ausklammern
X (x2+3)=0 > x1=0

—x2+3=0|-3
=-3|-(-1)
x2=3 |V
x23= +V3
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Somit folgt:
A= f_z (—x3 + 3x)dx

f (x+3x)dx+f\/—(x+3x)dx+f (x+3x)dx+f\/—(x+3x)dx

B ) e [ B2

= F(—V3) = F(=2) + F(0) - F(—V3) + F(v3) — F(0) + F(2) - F(v/3)
:[_&ﬁf+&&ﬁﬂ_{_gai+ﬂﬁq+{_g+ggrl_eﬁf+3eﬁﬂ

4 2 2

4 . 2 4 .Nn2 4 92 4 . 2
+l_@J,ﬂl_[_o_Jrﬂ]+[_2_+£]_l_<¢3‘> +3w§>l
4 2 4 2 4

= 0,25 + (= 2,25) + 2,25 + (— 0,25) = 0 FE

Schaut man sich den Graphen an, dann sieht man, dass das nicht sein kann. Was ist
passiert? Die Flachen unterhalb und oberhalb der x — Achse sind gleich grof3 und ,heben®
sich dadurch auf. Man behebt den Fehler, indem man von den Teilintervallen jeweils die

Betrage der Integrale addiert. Die korrekte Schreibweise wirde dann wie folgt lauten:

2

A= f(—x3 + 3x)dx

-2

=1/ ( x> + 3x)dx| +|f\/-( x +3x)dx|+|f *(=x® + 3x)dx |+ |f\/—( x> + 3x)dx|

= T ] G PR R

= | +1 |+ |+ |

| + !
+ + ‘

=10,25[ +] | +]2.25] +] |=5FE

Video 1 Video 2 Video 3 Video 4
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https://youtu.be/ARAzeSH9J9g
https://youtu.be/3NhIlN7opF4
https://youtu.be/2zVgFO-z-nY
https://youtu.be/wQTOV2zqHFE

Ubungen

4.3.1. Aufgaben

1. Bestimme jeweils den Flacheninhalt, den der Graph mit der x — Achse im angegebenen

Intervall einschlief3t

a) f:(xz —2x — 4)dx b) f03(x2 +6x —10)dx  ¢) fOS(E’wc2 — 4x)dx

d) [*, (42> — 2x — 6)dx e) [1,(x* + 2x)dx f) 2,3 + 327 — 4)dx

9) [,”(0,1x% — 1,9x2 + 10,4x — 14)dx h) J°,(x® — 5x% + 2x + 8)dx

2. Bestimme den Flacheninhalt der Sinusfunktion folon(sin(x))dx Video

3. Argumentiere rechnerisch, welche der trigonometrischen Funktionen Sinus bzw. Kosinus

den groéten Flacheninhalt im Intervall [0, 1] hat. Video

Ubung

AS-Integralrechnung.pdf (univie.ac.at) (Seite 11)

LOsung

4.4. Flache zwischen zwei Graphen

Mithilfe der Integralrechnung kann man auch die Flache zwischen zwei Graphen
bestimmen.

Beispiel:

Gegeben sind die Funktionen f(x) = — %xz + 8 und g(x) = - %xz + 7.

Mdochte man die Flache berechnen, welche die beiden Graphen einschlie3en, so muss man

zuerst die Schnittpunkte der beiden Graphen bestimmen. Dies geschieht durch

Gleichsetzen und anschlieRendem Bestimmen der Losungsmenge - f(x) = g(x)

2 1 1
—=x?+8=—x?+7 | +-x?
9 6 6

—1x248=7|-8
18
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https://matheportal.com/textaufgaben-mit-integralrechnung/
https://www.youtube.com/watch?v=QcpGNsoRol8
https://www.youtube.com/watch?v=Rk8FPh8DeqE
file:///D:/Mathe/ExcelKlapptests/Oberstufe/Klasse_12/Flächen%20(elearning-freiburg.de)
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Integralrechnung.pdf
https://www.mathekars.de/elementor-932/

X12 = £V18

Die beiden gefunden Werte sind nun die Integrationsgrenzen.
Die gesuchte Flache zwischen den beiden Graphen ergibt sich aus der Differenz der Flache
zwischen dem Graphen der Funktion f und der x — Achse und der Flache zwischen dem

Graphen der Funktion von g und der x — Achse.
Nach der Summenregel [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx kann man die beiden

Integrale mit den gleichen Grenzen unter ein Integral schreiben.
\/E 2 2 \/E 1 2 . \/ﬁ 2 2 1 2
Aus f_\/l—g(—gx + 8) dx — f_\/l—g(—gx + 7) dx wird f—\/Ts((_Sx + 8) — (- x* +7))dx

Fasst man beide Funktionsterme zu einer gemeinsamen Differenzfunktion h(x) = f(x) — g(x)

zusammen, so kann sich Rechenaufwand sparen. Dadurch wird durch Verrechnen aus
V18 2 1
[ (227 +8) = (<322 + 7))dx

f_\/\}_f—s(—gxz +8+ %xz — 7)dx

V18 1
nun f_m(—ﬁxz + 1) dx
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Auf dem Graphen sieht man, dass die Schnittpunkte der Graphen von f und g genau den
Nullstellen der Differenzfunktion entsprechen. Ebenso entspricht die Flache zwischen den
beiden Graphen von f und g genau der Flache, welche die Differenzfunktion mit der x —

Achse einschlie3t. Die gesuchte Flache erhalt man also, indem man das Integral

fi}_f_s (—%x2 + 1) dx berechnet.

e 1
A= f(—ﬁx +1)dx=[— x+1x]\/_
—J18

= (-2 VI8’ +1-VI8) — (-4 (-//18) +1-(-/18)) =566 FE

Was ware, wenn man als Differenzfunktion statt f(x) — g(x) ,aus Versehen® g(x) — f(x)
bestimmt hatte? Das Resultat sieht man im folgenden Graphen. Die Flache, welche die
Differenzfunktion mit der x — Achse einschlief3t liegt nun unterhalb der x — Achse. Sie ist
aber gleich grol3 wie die vorher bestimmte Flache oberhalb der x — Achse.

Man sieht, dass dieser, mittels Integralrechnung, berechnete Flacheninhalt ein negatives
Vorzeichen héatte, da die Flache unterhalb der x — Achse liegt. Auch hier berechnet man

(vorsichtshalber) den Betrag des Integrals.

Video 1 Video 2
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https://youtu.be/H0RJaOCx65A
https://youtu.be/fiA_j-MPKwg

Geogebra - Applet

4.4.1. Aufgaben

1. Quelle

a) Der Graph der Funktion f1(x) = 0,5(x — 2)2 + 3, 5 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = x + 3 geschnitten. Berechne die Flache zwischen den beiden Funktionsgraphen.

b) Der Graph der Funktion fi(x) = x® — 4x2 + 5x — 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = 2x2 - 4x + 1 geschnitten. Berechne die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen.

c) Der Graph der Funktion fi(x) = x* — 4x2 + 3 wird vom Graphen der Funktion f2(x) = -x2 + 7

geschnitten. Berechnen Sie die Flache zwischen den beiden Funktionsgraphen.

d) Der Graph der Funktion f1(x) = 2x2 — 3x + 3 wird vom Graphen der Funktion
f2(x) = x2 + 2x — 1 geschnitten. Berechne die Flache zwischen den beiden

Funktionsgraphen.
Video Onlineldibung

2. Der Entwurf fur das Ornament auf einem Skateboard wird in einem Koordinatensystem
dargestellt.

o5 2 &ix), fix), gix), hixlincm

10 4

¥ N
e i X incm

g

40 35 30 25 20 15 10 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Die markierten Farbflachen werden durch die Rander des Skateboards und die Graphen
folgender quadratischer Funktionen begrenzt:
e(x) = —-0,04x2 + 20; f(x) = —0,04x? + 15; h(x) = 0,04x2 + 5, mit x = horizontale Koordinate in

cm und e(x), f(x), g(x), h(x) = vertikale Koordinate in cm.
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https://www.geogebra.org/m/BySczJKf#material/uvEmjnYJ
https://dk4ek.de/mathematik/integr1.pdf
https://www.mathekars.de/mathe/integralzwischen2graphen.html

a) Bestimme die Funktionsvorschrift flr g(x). Der Graph von g entsteht durch Verschiebung
des Graphen der Funktion h entlang der vertikalen Achse.
b) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen der Funktionen e und h

c) Berechne den Inhalt der schraffierten Flache. Video

3. Es sollen Logos in der Form eines Fisches
angefertigt werden. Die Randlinien des Fisches
kdnnen durch die Funktionen

y2(x) = x2 + 0,5x — 1,5 und y1(x), die symmetrisch
zu y2 bzgl. der x — Achse ist, modelliert werden.

Essei-156<x <1,5

a) Bestimme die Funktionsvorschrift y1(x).

b) Berechne den im Bild dargestellten -1
Flacheninhalt des Fisches. 154
Ubung 1 Ubung 2 Ubung 3 Ubung 4

Losung

4.5. Rotationskorper

Mithilfe der Integralrechnung kann man das Volumen eines Koérpers berechnen, der
entsteht, wenn die Flache zwischen dem Graphen und der x — Achse innerhalb eines
gegebenen Intervalls um die x - Achse rotiert.

Das Volumen des Rotationskérpers ergibt sich durch die Addition unendlich vieler

zylinderformiger Scheiben, bei denen der Radius dem Funktionswert und die Breite der

Lange des Intervalls entspricht. Da die

N g Scheiben unendlich diinn sind, diirfen sie
als Zylinder betrachtet werden, deren
£ Breite bzw. Hohe gegen 0 geht.
\X) =17
> Quelle
& Animation

eyl

ax=h
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https://www.youtube.com/watch?v=U4iU_7XqoAc
https://123mathe.de/flaechen-zwischen-funktionsgraphen
https://123mathe.de/flaechen-zwischen-funktionsgraphen
https://www.abiturloesung.de/abitur/thema/Fl%C3%A4che+zwischen+zwei+Funktionsgraphen
file:///D:/Mathe/ExcelKlapptests/Oberstufe/Klasse_12/Flächenberechnung%20|%20Aufgabensammlung%20mit%20Lösungen%20&%20Theorie%20(max-academy.de)
https://www.geogebra.org/m/YAVfuxqD
http://www.nachhilfe-karrer.de/analysis-infinitesimalrechnung/einfuehrung-in-die-integralrechnung/anwendungen-der-integralrechnung/3-volumenberechnungen-von-rotationskoerpern-mit-hilfe-von-integralen/
https://www.youtube.com/watch?v=UT9X_4Cp3-A

Aus der Formel zur Berechnung des Volumens eines Zylinders ergibt sich:
Vzylinder =1 1%+ h

Mitr = yundh = b —a = dx folgt:

V=m-y?-dx

Lasst man die HOhe dx der einzelnen Zylinder gegen 0 streben, so entspricht das Volumen

des Rotationskorpers dem Integral
V= [U(n - f)Ddx = - [ (F(x)?)dx

Es ist zu beachten, dass vor dem Bilden der Stammfunktion quadriert wird - Quadrieren

vor Integrieren!

Beispiel:
Eine Parabel mit der Funktionsgleichung
f(x) = —x2 + 5x - 4 wird im Bereich

zwischen ihren Nullstellen um die x —

/\/\ : ™ Achse, wie in der Abbildung zu sehen ist,
rotiert.

Man bestimmt zuerst die Integrationsgrenzen, das sind gerade die Nullstellen von f(x).

Mithilfe der p — g — Formel berechnet x1 =1 und x2 = 4

V=m - f:(f(x))zdx = - ff(xz + 5x +4)%dx | quadrieren. Trick: (..)2=(..) - (..)

=m - [ (x* +10x3 + 33x% + 40x + 16) dx

5
x 10 x4
=m- [—+

0% 915" + 2022 + 16x] 4
5 4 1

10-4% 1014

= (42 114342042416 4) - A+ 254 1119420+ 12+ 16 - 1))

= - (% — ﬂ) ~ 1883,1 m VE (Volumeneinheiten)

5 10
Video 1 Video 2
Ubung 1 Ubung 2

Geogebra — Applet zum Rotationskdrper
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https://youtu.be/7VPh_jkfv10
https://youtu.be/IOTNqGcHT1g
https://abiturma.de/mathe-lernen/analysis/integralrechnung/rotationskorper
https://dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/rotation.pdf
https://www.geogebra.org/m/YAVfuxqD
https://www.geogebra.org/m/YAVfuxqD

4.5.1. Aufgaben

1. Bestimme jeweils das Volumen im angegebenen Intervall
Quelle

a) f(x) = x2 [2;5] b) f(x) = x [-2; 4] c) f(x) = §x2 +6x [-4: 2]

d) f(x) =vx + 2 [0; 3] e) f(x) = x2 +i [1; 5]

f) f(x) = ’;2__11 [-3; —0,5] (Tipp: Binomische Formel)

0)f(X)=x-v3x+2 [4;6] h) f(x) = x2 + 2x — 4 [2; 4]

i) f(x) = —3x2 + 5x —10 [1; 3] ) f(X) =x3+ 2x2—4x [0; 1]
Video Onlinetbung

2. Bestimme das Volumen, das sich zwischen den beiden Graphen befindet, im

angegebenen Intervall

a) f(x) = Vx; g(x) = x2 [0; 1] b) f(x) = 2x3; g(x) = 8x [0;2]
c)f(xX)=x2+2;g(x) =x+2 [0; 1] f(x) =x2+1; g(xX) =—x2+2 [-0,71; 0,71]
Video

3. Berechne das Volumen des Rotationskorpers, das sich zwischen den beiden Graphen

der Funktionen befindet.

a) f(x) = x + 2; g(x) = x2 b) f(x) = —x2 + 10x + 2; g(x) =2V/x* — 8x + 2
c) f(x) =0,5%x%, g(x) =x2 -1 d) f(x) = x3 + 2x2; g(x) = —x3
Video Onlinetdibung

4. Durch die Rotation der Flache zwischen f(x) = 2 - v/x und g(x) = 0,6x + 3 um die
X — Achse entsteht eine 20 cm lange Vase. X, f(x) und g(x) in cm

a) Bestimme die Wandstarke in 10 cm Hoéhe.

b) Berechne das Volumen des Vaseninhalts in I.

c) Bestimme den Glasverbrauch des Randes (ohne Boden) in cm3.

Video
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https://matheportal.files.wordpress.com/2018/12/lc3b6sungen-zu-rotationskc3b6rper.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=IsH3PGra6wo
https://www.mathekars.de/mathe/roatationskoerper.html
https://www.youtube.com/watch?v=YCv8okS2Njg
https://kars-smartlearn.de/mathe/roatationskoerpernullstellen.html
https://www.youtube.com/watch?v=-AJOgIW9Lbo

5.
Johannes Kepler veroffentlichte im Jahr 1615 das Buch ,Nova
stereometria doliorum vinariorum® (,Neue Stereometrie von
Weinfassern®), in dem er Uber die Berechnung des Volumens von
Weinfassern schreibt. Ein Weinfass wird durch Rotation des

[#() in dm Graphen der quadratischen

2| Funktion f mit Scheitelpunkt
" S=0]|3)undP=(4|2)um

| [ + in dm,
- -3 -2 -1 0 1 2 3 4 L] =]

die x-Achse modelliert.

a) Ermittle die Gleichung der quadratischen Funktion f.
b) Berechne das Volumen des Weinfasses in Litern.
Video

6.
Die Graphen der Funktionen f und g mit

f(x) = vx + 1 und g(x) = Vx schlieRen im Intervall

[0; b] die rechts markierte Flache ein. Rotiert

i in cm

diese Flache im Intervall [0; b] um die x-Achse,
dann entsteht ein Rotationskorper mit Volumen
V (b).

a) Berechne V (5).

b) Berechne b so, dass das Rotationsvolumen 42 cm? betragt.
Video

7.
Ein Megafon ist ein trichterférmiges Gerét, das die
Ausbreitung von Schall beeinflusst und die

Verstandlichkeit und Reichweite von Sprache

 fixinem

NOV A
STEREOMETRIA
POLIORVYM VINARIORYMN, INFPRI
mis Auftriact , figure omnivm

MAUY IN EO VINGAE CUBTS
cx compondiofiffimus & pla

Syewromurnixe Armcuims
dCI SU!’p[LT“CI'.luIlL

Toanne Kepplero, Imp. Caef Matthix [
oy ol Onil. A s Ansbars

./' .
{ v xIn em
.l | 3

bW

verbessert. Die nebenstehende Abbildung stellt o
naherungsweise den inneren Querschnitt eines 5 T
Megafons dar. Die Begrenzungslinie der 10 4

Querschnittsflache wird im relevanten Intervall durch 15 -

- . :
15 20 25 M
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https://www.youtube.com/watch?v=iBof6TOcGCo
https://www.youtube.com/watch?v=JpDRtMLZvpg

die Funktion f beschrieben:

f(x) :3(% + 4

a) Berechne das Innenvolumen des Megafons.

Quelle Video

8. In der 3 — D — Druck — AG sollen spezielle Gefal3e gedruckt werden. Die Form der
geplanten Gefal3e wurde im Mathematikunterricht mit zwei Funktionen modelliert, deren

Graphen um die x-Achse rotieren

soll. Der Graph von f(x) beschreibt \ 77 {7// 1
L 3} [ s , vy

die aul3ere Form des Gefal3es und [ A :
g(x) die innere Form im liegenden 7 r 2 Hmj/_ 7 5 |4cm
Zustand (x, f(x) und g(x) in cm). TR, 4

3 3 | /z"’ L 1
f(x) =—=x* + =x + 2 [0; 4,5] und & cm

70 10 8 om .

g =—=x* +=x+19 [0;45]

a) Zeichne das Gefal3 im liegenden Zustand.

b) Ermittle die Menge an Material, das fur den Druck bendtigt wird.

c) Berechne die Masse des Gefal3es in g bei einer Dichte des Werkstoffs von 800 kg / m3

d) Berechne den Rauminhalt des Gefalies.

e) Die Gefalde sollen in eckigen Kartons verpackt werden. Bestimme die Mal3e des Kartons,
so dass diese passgenau hineinpassen.

f) Der obere Rand soll mit griiner Farbe angemalt werden. Bestimme die Menge an Farbe

dafr.

Quelle Aufgabe 4, 5, 6, 7: AS-Integralrechnung.pdf (univie.ac.at)

Ldsung ab Seite 167

4.6. Parameteraufgaben

Bei den sogenannten Parameteraufgaben ist eine der beiden Integrationsgrenzen gesucht.

Beispiel:
Die lineare Funktion f(x) = %x beschreibt im Intervall [0, b) einen Kegel, der zur Herstellung

eines extravaganten Glases dienen soll.

Bestimme die rechte Intervallgrenze b so, dass das Volumen des Glases genau 20
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Volumeneinheiten betragt.

b (3 \? b (9 9 1 3]b 3
V=20VE=m - [ (Zx) dx=m - [ (Exz) dx=m - E-gx3]o=n-gb3 |:
20 3 3
R TLN T
320 _ 43 |

3320
b= /—
31

Video = eigenes Video

Ubung

4.6.1. Aufgaben

Bestimme den Parameter b bzgl. eines Rotationskorpers. Achtung: Formel bzgl. des

Rotationskorpers benutzen!
a) [, 4xdx = 144 b) J; 2x*dx = 610,73 c) [, 0,25x%dx = 3927

d) [ + Ddx =21 ) [J(2x —2)dx =839 f) [(5x +0,5)dx = 11,08

Ldsung Seite 170

4.7. Anwendungsaufgaben

Videos zum Themenblock Integralrechnung

Klausurvorbereitung

1.

Aus einem Stlick Metall soll eine Form geschnitten werden, die durch die Funktionen
f(X) = x2 = 6x + 10 und g(x) = —=x + 10 begrenzt werden, x und f(x) in dm.

a) Berechne die Flache des Metallstlickes.

b) Das Stuick Metall soll von beiden Seiten mit einem Speziallack tberzogen werden.

Berechne, wie viel die Lackierung fur 100 Teile kostet, wenn der Preis 2,10 €/dm? betragt.
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2.

Ein Kirchenfenster wird oben durch die Funktion
f(x) = —=x2 +10x —16 begrenzt, x und f(x) in Metern.

Berechne wie viel m? Glas bendtigt werden.

3.

Ein Dentallabor mdchte ein Logo an seine Tir | . |
anbringen. Das Logo wird durch die Funktionen | |
f(x) =-0,5x2 + 5 und | / . \
g(x) = x* = 4x2 - 1 begrenzt, x und f(x) in dm. | . |

Berechne wie viel m? Messing bendtigt werden.

(Nullstellen mit Geogebra berechnen) / | S I|

4.
In einem Labor werden Bakterien geziichtet. Die Anzahl der Bakterien in den ersten 10

Tagen wird durch die Funktion f(x) = =x* + 40x® - 200x2 + 1000x + 1, x in Tagen, f(x)
entspricht der Anzahl der Bakterien, mit 0< x < 10 angegeben.

a) Wie viele Bakterien gibt es bis zum 6. Tag?

b) Wie viele Bakterien gibt es in den ersten 7 Tagen im Durchschnitt?

c) Wie viele Bakterien werden durchschnittlich zwischen dem 2. und dem 5. Tag gezlichtet?
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5.

In einem Tank einer Tankstelle befinden sich 20.000l Benzin. Der Zu- bzw. Abfluss kann
durch die Funktion f(x) = 0,1x* — 2x3 + 9,6x2 modelliert werden, x in Minuten mit 0 < x < 12,
f(x) in 10 I/min.

a) Berechne die Benzinmenge im Tank nach 7 Minuten.

b) Bestimme wann der Zufluss am starksten ist und gib die entsprechende Zuflussrate an.

6.

Versetzt man ein Becherglas in Rotation, dann drickt
sich die Flussigkeit am Rand hoch und es entsteht ein
Paraboloid. Der Graph zeigt den Querschnitt des
Paraboloids bei einer bestimmten
Drehgeschwindigkeit. x in cm, y in cm

a) Bestimme die Funktionsvorschrift des Paraboloids.
b) Bestimme aus a) das Volumen der Flussigkeit im
Glas.

c) Bestimme die Hohe der Flussigkeit im Ruhezustand

7.

Ein Unternehmen, das Skate-Parks errichtet, plant b f{x) i
eine neue Minirampe. Das seitliche

Profil der Rampe kann durch eine Parabel 2. Ordnung

modelliert werden: f(x) = 0,2x2 — 2x + 4,95 mit 15m

1,5 < x = 4,5; x entspricht der waagrechten seitliches Profi

24m | der Rampe

Entfernung von der Ruckwand in Metern; f(x)

Xinm

entspricht der H6he der Rampe in Metern an der s
Bod

Stelle x “

Berechne den Inhalt der Querschnittsflache einer seitlichen Abdeckung. Entnimm die dazu

notwendigen Werte der Abbildung.
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8.
Ein Schmuckstuck wird gemaf untenstehender Skizze in den schraffierten Teilen mit
Blattgold belegt.

Der Koordinatenursprung des
sem  Koordinatensystems liegt im Punkt M. Die
Begrenzungslinien der Blattgoldflache sind

L aufRen Parabeln und innen ein Kreis. Die 1.

Parabel wird durch die Funktion

f(x) = — %xz + 2 beschrieben, die 2. Parabel
durch die Funktion g(x) = Zx2 — 2, mit , f(x) und g(x) in cm.

a) Berechne die Lange s.

b) Berechne wie grol3 die Flache ist, die mit Blattgold belegt werden soll.

c) Das Schmuckstick ist aus purem Silber gefertigt und hat eine Dicke von 3 mm. Berechne
das Volumen des edlen Teils.

d) Bestimme die Masse des Schmuckstulicks bei einer Dichte von Silber von 10,49 9/4ms

e) Der Preis der Feinunze Silber lag zum Erstellungszeitpunkt bei 29,84 $. Berechne den

reinen Materialwert.

9.

Ein Goldschmied fertigt Schmuckstiicke nach (| GV A Em
kreisrunden Designvorlagen. Die kreisrunde
Designvorlage fur einen Armbandanhénger wird durch

die in der Abbildung veranschaulichte Flache

X mn Gm
1,5

zwischen den beiden Funktionsgraphen von g und h

geteilt. h(x) = §x3 - gx und g(x) =a - h(x) mita > 0 x,

g(x), h(x). . . Koordinaten in Zentimetern (cm)

a) Erklare was eine Multiplikation der Funktion h mit

einem Faktor a > O bewirkt.
b) Begriinde warum gilt: [* (g(x) — h(x))dx = 0.

c) Bestimme den Faktor a so, dass die schraffierte Flache genau 3 cm? betragt.
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10.

Fur den Zeitraum von 1990 bis 2010 wurden die Feinstaubemissionen in verschiedenen
Bereichen aufgezeichnet. Die Feinstaubemissionswerte der Industrie lassen sich annahernd
durch die Funktion E mit E(t) = 2,5 - 2 - 50 - t + 12500 beschreiben. t . . . Zeit in Jahren
nach Jahresbeginn 1990 mit 0 <t < 20 E(t). . . Emission zur Zeit t in Tonnen pro Jahr. F ist
derjenige Flacheninhalt, der vom Graphen der Funktion E und der horizontalen Achse im
Intervall [0; 20] eingeschlossen wird.

a) Berechne den Flacheninhalt F.

b) Interpretiere die Bedeutung des Flacheninhalts F im gegebenen Sachzusammenhang.

11.

Bei einer Bruchbiegeprufung wird die Festigkeit von Materialproben bestimmt. Unter
Erh6hung des Betrags der Kraft F in Newton (N) wird die verursachte Verformung x in
Millimetern (mm) ermittelt. Das Kraft-Verformungs-Diagramm beschreibt den
Zusammenhang von Kraft und Verformung. Der Verlauf einer Bruchbiegeprifung an einer

Holzprobe ist im nachstehenden Kraft-Verformungs-Diagramm dargestellt.

F2(x) = — 22 x2 + 3750x — 10000 mit 8 < x < 15,1

rrrrrrr

VEMCITTILING X IN mim

0 I 'I-' .I: :'I. ) E I 'I. } I i I_* I 1I- 1
a) Berechne die maximale Kraft im dargestellten Bruchbiegeversuch mithilfe der
Differenzialrechnung.

b) Nach einer Verformung von 15,1 mm kam es zum Bruch.
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1) Ermittele die Gleichung der Funktion Fi.
2) Berechne die Arbeit W, die bis zum Bruch verrichtet wurde.

12.

Die Querschnittsflache eines Kanals ist unten von

4 1
fix} inm

einer Randkurve begrenzt, die mit der Funktion f
frinm,
45

beschrieben werden kann, wobei der

Wasserspiegel genau entlang der x-Achse verlauft

(siehe nachstehende Abbildung).

Fur die Funktion f gilt: f(x) = 0,015 - x* - 3
Mit x, f(X). . . inm

a) Berechne jenen Winkel, den die Seitenwande mit der x-Achse einschliel3en.

b) Das Wasser flie3t mit einer Geschwindigkeit von 1,2 m/s durch den Kanal. Berechne wie

viele Kubikmeter Wasser pro Sekunde durch den Kanalquerschnitt flie3en.

13.

Eine Fassade ist 10 m breit und 25 m hoch. Sie hat die Form einer Parabel.

a) Berechne fur wie viel gm Farbe gekauft werden muss, wenn nur 50 % der Flache
gestrichen werden.

b) Im Baumarkt gibt es die gewlnschte Farbe in Eimern, die fiir 50 m2 Flache reichen.
Diese kosten ohne MwSt. 33,33 €. Berechne den Preis, den man fur den Fassadenanstrich

zahlen muss.

14.

Ein Teil der Randkurve eines Logos fur ein Designerei kann durch den Graphen von f
beschrieben werden. Dieser geht durch die Punkte A(0/0); B(20/0) und C(10/30).

Damit sich ein Ei ergibt, wird ein zum Graphen von f spiegelbildlicher Graph bendétigt. Malie
in cm.

Berechne den Flacheninhalt des Logos in m?
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15.

Fur den ortlichen Skiclub soll eine Figur entworfen werden, welche die Form eines Skihangs
hat. Der Koffertrager des Skiclubs ist zufallig Schreinermeister und fertigt die Figur aus
Holz. Die im Holzfachhandel gekauften Holzteile haben eine Tiefe von 2 cm. Dazu malt er
sich mithilfe mathematischer Funktionsgraphen die Umrisse auf Holz auf. Der ebene
Auslauf soll 3 cm dick und 7 cm lang werden. Der zweite Teil, der Skihang, kann durch eine
Funktion zweiten Grades modelliert werden. Diese hat ihren héchsten Punkt bei (17,5 /9).
An diesem hdchsten Punkt schlief3t die Figur ab. Der Skihang schliel3t knickfrei an den

Auslauf an.

a) Gib das Volumen des Klotzes fiur den Auslauf an.
b) Bestimme die Funktion, welche den Skihang modelliert.
c) Berechne die Querschnittsflache der ganzen Figur.
Kontrollfunktion: f(x) = —0,054x2 + 1,9x — 7,667
d) Die fur die Herstellung gekauften Holzplatten haben die MalRe 2 cm x 20 cm x 10 cm.

Gib den Verschnitt absolut und relativ gesehen an.

16.

Eine aufstrebende Designerin entwirft Karaffen, deren Rand durch die Funktion
f(x) = 5—15x3 - %xz + 2x + 4 im Intervall [0, 15] beschrieben werden kann. x entspricht der
Hohe in cm, f(x) dem Radius in cm.

a) Ermittle den grof3ten sowie den geringsten Durchmesser der Karaffe.

b) Um die dickste Stelle soll eine Banderole gezogen werden. Berechne deren Lange.

2 64 4 4
x7 — —=—xb® + —x° — Hx‘* + 1—5x3 + 8x% + 16x das

C) Zeige, dass mittels F(x) = 1i7% 825 1375
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Volumen der Karaffe berechnet werden kann.

d) An der dinnsten Stelle soll ein Eichstrich angebracht werden. Berechne das Volumen in
Litern bis zum Eichstrich.

e) Zum sicheren Transport werden die Gefalde in quaderformige Kartons verpackt, deren
Maf3e 140 mm x 140 mm x 155 mm betragen. Als Fillmaterial werden Styroporkigelchen
mit 3 mm Durchmesser benutzt. Bestimme die Anzahl der Kuigelchen, wenn Hohlraume

unberiicksichtigt bleiben.

Quelle Aufgabe 7,8,9,10,11,12 AS-Integralrechnung.pdf (univie.ac.at)

Losungen ab Seite 171

4.8. Mittelwert einer Funktion auf einem Intervall

Die Berechnung des Mittelwerts einer Funktion auf einem Intervall [a; b] wird berechnet

durch x = ﬁf; f(x)dx

95


https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AS-Integralrechnung.pdf

5. Steckbriefaufgaben

Sucht man eine Funktionsgleichung zu einer Funktion, von der man einige

Eigenschaften kennt, dann rollt man sozusagen eine Kurvendiskussion von hinten
auf. Man schreibt sich zweckmafigerweise den gesuchten Funktionstyp in
Normalform auf und bildet — soweit erforderlich — auch gleich die Ableitungen. Am

besten lasst sich das an einem Beispiel erklaren.

Unser Beispiel hat folgende Aufgabenstellung:
Ein Polynom dritten Grades hat einen Hochpunkt bei H(1|5) und einen Wendepunkt
bei W(2|1). Wie lautet die zugehdrige Funktionsgleichung?

Wir stellen zunachst die Funktionsgleichung eines Polynoms dritten Grades in

Normalform auf:
f(x) =ax®+ bx?+cx +d

Da von einem Hochpunkt und von einem Wendepunkt die Rede ist, bendtigen wir die
erste und zweite Ableitung:

f(x) = ax®+bx?+cx+d
f(x) = 3ax?+2bx+c
f7(x) = Gax+2b

Jetzt missen die Angaben in Gleichungen geformt werden. Zur Bestimmung der

vier Parameter a, b, c und d benétigt man ebenso viele Gleichungen.

Bekannt ist, dass der Funktionsgraph durch den Punkt H(1|5) verlauft. Das bedeutet,
dass wir den y-Wert 5 erhalten, wenn x den Wert 1 hat. In Gleichungsform sieht das

dann so aus:
fl) = 5=a-1%+b-1%+c-1+d = 5

AuRerdem wissen wir noch, dass beim x-Wert von 1 ein Hochpunkt vorliegt. Das

bedeutet, dass hier die erste Ableitung Null sein muss.
f(1) = 0>3a-1°+2b-1+c =0

Damit haben wir alle Angaben zum ersten Punkt umgesetzt.
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Ahnlich geht es nun beim zweiten Punkt weiter. Wir wissen, dass bei x, = 2 der
y-Wert yw = 1 vorliegt. Daraus machen wir wieder eine Gleichung:

f2) = 1=>a-22+b-22+c-2+d =1
AuRRerdem wissen wir noch, dass die Funktion bei diesem x-Wert eine besondere
Eigenschaft hat. Hier liegt ein Wendepunkt vor. Das bedeutet, dass die zweite

Ableitung hier Null sein muss. Das formen wir in eine Gleichung um:
f'2) = 0=6a-2+2b = 0

Damit haben wir die vier bendtigten Bedingungen mit den zugehérigen Gleichungen

beisammen. Hier stelle ich sie noch einmal (mit einer Nummerierung) zusammen

dar:
(1) fQ) = 5=>a-1°+b-1+c-1+d = 5
2) @)= 0=>3a-12+2b-1+c = 0
(3) f@2) = l1=>a-22+b-2?+c-2+d = 1
4) (2= 0=>6a-2+2b = 0

Die vier Gleichungen rechts der Implikationspfeile = stellen das zu l6sende
Gleichungssystem dar. Etwas zusammengefasst sieht dieses

Lineargleichungssystem vierter Ordnung so aus:

Q) la +1b +1c +1d
(2) 3a +2b +1c = 0

1
(6]

(3 8a +4b +2c +1d = 1
(4) 12a +2b = 0

Das Gleichungssystem kann nun mit dem Additionsverfahren geldst werden. Ich
schreibe dabei die langste Gleichung in die erste Zeile. Die néchst kiirzere kommt in

die Zeile darunter.
(1) ~8a+4b+2c+1d=1
(2) la+lb+1c+1d=5
(3) 3a+2b+1lc =0

4) 12a+2b =0
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Alle Werte, die links der blauen Geraden liegen, missen nun mithilfe geeigneter

Manipulationen eliminiert werden.

(1) Ba+ap+2c+id=1 1+3 |-3
2) la+ib+1c+1d=5 | +(-8)

(3) 3a+2b+lc =0 |+ (-8)

4) 12a+2b N oo |+ (-2)

(1)8a+4b+2c+1d=1
(2 —4b-6c-7d=-39 |*(-1) |2
3 —4b -2c+3d=3

4) 8b+6¢c+3d=3

(1)8a+4b+2c+1d=1
(2) —4b -6¢c—-7d=-39
3) 4c +10d = 42

4) —6c—11d =75

(1)8a+4b+2c+1d=1

(2) -4b-6c—7d=-39
3) 4c +10d = 42
(4) 8d =-24

Aus 8d = -24 berechnet sich d = —3. Diesen Wert setzen wir nun ,rickwarts” ein.
4¢c+10+(-3) =42 | +30

4c =172 |: 4

c=18
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cunddin (2)
—4b 618 -7+ (-3)=-39

—4b—87=—-39|+87

—4b =48 | 1 —(4)
b=-12

b,c,unddin (1)
8at+4+(-12)+2+18-3=1
8a—15=1|+15

8a =16 |: 8

a=2

Die gesuchte Funktionsvorschrift lautet somit f(x) = 2x3 — 12x2 + 18x — 3

Quelle: https://dk4ek.del/lib/exel/fetch.php/fktaufl.pdf

Die folgende Tabelle ist eine Art ,Ubersetzungshilfe*

Gesucht ist der Funktionsterm f(x) derjenigen ...

 Linearen Funktion ...

fX)=m-x+nmitmnelRundm#0

* Quadratischen Funktion ...

fx) =a-x>+b-x+cmitab,ceIRunda#0
oder f(x) = a - (x — xs)? + ys mit a,xs,ys € IR und

a#0

» Ganzrationalen Funktion/

Polynomfunktion 3-ten Grades ...

fx)=a-x3+b-x?+c-x+dmita,b,c,deIRunda#0

* Ganzrationalen Funktion/

Polynomfunktion 4-ten Grades ...

fx)=a-x*+b-x3+c-x?+d-x+emita,b,c,de€IR

unda#0

* Ganzrationalen Funktion/

Polynomfunktion n-ten Grades ...

fx) =an- X"+ an-1- X"+ ... +az-x?+a1-Xx+aomitn €

IN, an,an-1,...,a2,a1,a0 € IR und an# 0

deren Graph ...

* (achsen-)symmetrisch zur y-Achse verlauft ...

alle Koeffizienten vor Potenzen mit
ungeraden Exponenten (X, x3, x°,...) haben
den Wert 0
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* (punkt-)symmetrisch zum Ursprung verlauft |es gibt keine konstanten Summanden und
alle Koeffizienten vor Potenzen mit geraden
Exponenten (x?, x4,...) haben den Wert 0

* durch den Punkt (xo | yo) verlauft ... f(x0) = Yo
« an der Stelle xo die x-Achse schneidet f(xo) =0
... [ *an der Stelle xo eine Nullstelle hat...

 die y-Achse bei yo schneidet ... / f(0) = yo
e den y-Achsenabschnitt bei yo hat ...
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an der Stelle xo die Steigung m besitzt ... /
an der Stelle xo eine Tangente t mit der Steigung m besitzt ... / an der

Stelle xo parallel zu einer Geraden g mit der Steigung m verlauft ... / an
der Stelle xo eine Tangente t besitzt, die parallel zu einer Geraden g mit

der Steigung m verlauft ...

f'(xo))=m

im Punkt (xo | yo) die Steigung m besitzt ... / im Punkt (Xo | yo) eine
Tangente t mit der Steigung m besitzt ... / im Punkt (xo | yo) parallel zu

einer Geraden g mit der Steigung m verlauft ... / im Punkt (xo | yo) eine

Tangente t besitzt, die parallel zu einer Geraden g mit der Steigung m
verlauft ...

f(xo) = yo und f
'(X0) =m

an der Stelle xo eine Tangente mit t(x) = m - X + n besitzt ...

f(xo) = t(xo) und f
(Xo) =m

an der Stelle xo eine Normale mit der Steigung m besitzt ... /

an der Stelle xo orthogonal / senkrecht zu einer Geraden g mit der
Steigung m verlauft ...

1
f'(X0) = - _
m

im Punkt (xo | yo) eine Normale mit der Steigung m besitzt ... /

f(Xo) = yo und

im Punkt (xo | yo) orthogonal / senkrecht zu einer Geraden g mit der , 1

Steigung m verlauft ... f'(xo0) = - -
an der Stelle xo eine Normale mit dem Funktionsterm g(x) =m - x +n f(xo) = g(xo) und

besitzt ... 1

f'(X0)=-_

m

an der Stelle xo die gleiche Steigung wie die Funktion g mit g(x) = ...
besitzt ...

f '(Xo0) = g'(xo0)

an der Stelle xo den Graph der Funktion g mit g(x) = ... beruhrt ...

f(xo) = g(xo) und f
(X0) = g'(xo)

an der Stelle xo den Graph der Funktion g mit g(x) = ...
orthogonal/senkrecht schneidet ...

f(xo) = g(xo) und
1

f'(xo0)= -

g'(xo)

an der Stelle xo einen Extrempunkt / Tiefpunkt / Hochpunkt besitzt ...

f'(x0) =0

im Punkt (xo | yo) einen Extrempunkt / Tiefpunkt / Hochpunkt besitzt ...

f(xo) = yo und f
'(x0) =0
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* an der Stelle xo die x-Achse beruhrt ...

f(xo) = 0 und f
'(x0) =0
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an der Stelle xo einen Wendepunkt besitzt ...

f"(xo) = 0

im Punkt (xo | yo) einen Wendepunkt besitzt ...

f(xo) = yo und f
"(x0) =0

an der Stelle xo einen Wendepunkt / eine Wendetangente mit der
Steigung m besitzt ...

f '(Xo) = m und
f"(x0) =0

im Punkt (xo | yo) einen Wendepunkt / eine Wendetangente mit der
Steigung m besitzt ...

f(xo) =yound f
'(X0) =mund f
H(XO) — O

an der Stelle xo eine Wendetangente mit t(x) = m - x + n besitzt ...

f(xo) = t(xo) und f
'(X0) = m und f
"(x0) =0

an der Stelle xo einen Sattel-/Terrassenpunkt besitzt ...

f (o) = 0 und
f"(x0) =0

im Punkt (xo| yo) einen Sattel-/Terrassenpunkt besitzt ...

f(Xo) = yo und
f'(xo) = 0 und
f"(x0) =0

Quelle:

Video 1 Video 2

Netzibungen 1 Netzibungen 2

5.1. Aufgaben

1. Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch den Punkt

A(3/7) und hat die Nullstellen x1 =5 und x2 = -2

a) Bestimme die zugehorige Funktionsvorschrift

b) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen
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. Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch die Punkte
A(8/3,1), B(-2/0,95) und hat den Scheitelpunkt S(2,7/- 7)

a) Bestimme die zugehorige Funktionsvorschrift

b) Bestimme die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen

. Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch die Punkte A(5/-2); B(3/-3)
und C(1/2).
a) Wie lautet die zugehorige Funktionsvorschrift?

b) Bestimme die Schnittpunkte mit den Achsen.

. Der Graph einer quadratischen Funktion geht durch die Punkte A(5/1); B(1/-7)
und C(-3/-2).
a) Wie lautet die zugehorige Funktionsvorschrift?

b) Bestimme die Schnittpunkte mit den Achsen.

. Ein Polynom 3. Grades hat einen Tiefpunkt bei T(5] — 12,5) und einen
Hochpunkt bei H(1]3,5). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung des Polynoms

f(x).

. Ein Polynom 5. Grades ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Der Graph
der Funktion hat einen Hochpunkt bei H(2|48) und schneidet die Gerade mit der
Funktionsgleichung f2(x) = 5x + 19 an der Stelle xs = 1. Wie lautet die

Funktionsgleichung fi(x) der gesuchten Funktion?

. Ein Polynom 4. Grades hat einen Sattelpunkt bei S(0|1) und einen
Wendepunkt bei W(2| — 15). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(x) der

gesuchten Funktion.

. Ein Polynom 4. Grades hat einen Tiefpunkt bei xe = 0,5 und einen Sattelpunkt
bei S(2]|0). AuRerdem ist noch bekannt, dass der Funktionsgraph durch den
Punkt P(3|3) verlauft. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f(x) der

gesuchten Funktion.

Ldsung ab Seite 175
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6. Extremwertaufgaben

Manchmal soll irgendeine technische Grol3e optimiert werden. Hier kann die
Differentialrechnung mit Erfolg eingesezt werden. Aber nicht nur in der Technik gibt es
solche Probleme, auch in der Wirtschaft und vielen anderen Bereichen werden oft

Optimierungen angestrebt. Hier einige Beispiele:

* Ein Behalter soll aus moglichst wenig Material hergestellt werden.
+ Ein Bauteil soll moglichst stabil sein.
* Die Geschwindigkeit eines flussaufwarts fahrenden Rheinschiffes soll auf
einen moglichst kleinen Kraftstoffverbrauch eingestellt werden.
* Bei welchem Aussteuerungsgrad wird die Endstufe einer Stereo-Anlage
am heif3esten? Danach wird dann der Kihlkérper bemessen.
* Bei welchem Einfallswinkel wird das Licht in einem Regentropfen am
wenigsten gebrochen? Das Ergebnis zeigt sich in der Position

des Regenbogens.

Die Idee ist folgende: Kann man eine Funktion aufstellen, welche die zu optimierdende
Grolie als Funktionswert liefert, dann muss man nur ein Minimum oder ein Maximum dieser
Funktion suchen. Dies geschieht nach dem bekannten Verfahren, indem man namlich die
Funktion ableitet und gleich Null setzt. Danach muss man prufen, ob die gefundenen

Kandidaten Minima oder Maxima darstellen.

Ich mochte die Vorgehensweise an einem einfachen Beispiel darstellen. Dabei wird die

allgemeine Vorgehensweise neben dem Beispiel dargestellt.

Ein Schéafer will mit 100 m Maschendraht fir einen Zaun ein rechteckiges Feld fir seine
Schafe begrenzen, so dass die Flache darin mdglichst grof wird. Welche Lange [ und

Breite b muss das Rechteck erhalten?

Vorgehensweise: Beispiel:
Schritt 1: Schritt 1:
Man stellt eine Funktionsgleichung (die Die zu optimierende Grol3e ist die Flache A.
sogenannte Hauptbedingung) auf, die als Mit den beiden Variablen | und b fur die Lange

Ergebnis die zu optimierende Grof3e liefert.  und Breite des Rechteckes ergibt sich:

Dabei kommt zundchst meist mehr als eine
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Variable vor. A=1-b
(Der haufigste Fehler beim Losen von
Extremwertaufgaben liegt Ubrigens darin, dass

nicht die zu optimierende Grol3e als

Hauptbedingung verwendet wird!)

Schritt 2: Schritt 2:

Man stellt eine Beziehung (eine sogenannte Bekannt ist der Umfang des Rechteckes, die
Nebenbedingung) zwischen den Variablen auf Gesamtlange des Zaunes. Daraus ergibt

und stellt diese nach einer beliebigen Variablen sich:

um. Bei drei Variablen sind zwel 2l+2b = 100m

. . . s 21 = 100m —2b
Nebenbedingungen erforderlich, bei vier o ] — S0m—b
Variablen drei Nebenbedingungen, usw. Hat
man keine ldee, woraus man die
Nebenbedingung(en) erstellen kann, schaut
man nach, welche Angaben in der
Aufgabenstellung noch nicht ausgenutzt
worden sind.

Schritt 3: Schritt 3:

Die umgestellte(n) Nebenbedingung(en) wird  Einsetzen von [ in die Hauptbedingung ergibt:

(werden) in die Funktionsgleichung — die A=((50m->b)-b
Hauptbedingung — eingesetzt. Man erhalt eine Die Flache A als Funktion der Breite b lautet
Funktion von nur noch einer Variablen. dann:
A(b) = (50m—b)-b
& A(b) = 50m-b— b?

Schritt 4: Schritt 4:
Die Funktion wird nach der verbliebenen A'(b) = 50m-—2b
Variablen abgeleitet und gleich Null gesetzt, um = 0 = 50m—2bg
Kandidaten fur einen Extremwert zu erhalten. & by = 25m

Schritt 5: Schritt 5:
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Mit Hilfe der zweiten Ableitung (oder einem A"(b)=-2<0
anderen Verfahren) wird geprift, ob = Maximumbeibg = 25m
entsprechend der Aufgabenstellung ein

Minimum oder ein Maximum vorliegt.
Schritt 6: Schritt 6:

Die restlichen Grol3en laut Aufgabenstellung  Alle Seitenlangen des Rechteckes sind
werden bestimmt. gesucht, es fehlt also noch die Lange [. Ich
(In der Praxis werden hier oft Punkte verwende zur Berechnung die entsprechend
verschenkt, weil man froh ist, die eigentliche  umgestellte Nebenbedingung:

Aufgabe gel6st zu haben und daher diesen Teil [l = 50m-b

iibersieht.) = lg = 50m—25m=25m

© Wolfgang Kippels

Video 1 Video 2 Video 3
Netztbungen

6.2. Aufgaben

1.

Eine Flache, die an einer Seite durch eine Mauer abgegrenzt ist, soll an den anderen drei
Seiten so mit einem 40 m langen Zaun umgeben werden, daf} sie moglichst grof3 wird.
Bestimme die Seitenlangen, sowie den sich daraus ergebenden Flacheninhalt

2.

In einem Betrieb sollen aus Blech Kisten hergestellt werden. Dabei sollen aus einem
guadratischen Blech, mit der Seitenlange 60 cm, ein Kasten ohne Deckel gefertigt werden,
indem aus den vier Ecken des Blechs gleichgroRe Quadrate der Seitenlange x

ausgeschnitten und die vorstehenden Rechtecke aufgefaltet werden.
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Bestimme die Seitenlange des ausgeschnittenen Quadrates so, dass der Kasten maximales

Volumen hat.
3.

Ein geschlossener zylinderférmiger Behalter soll ein Volumen von 4 Litern haben. Der
Materialverbrauch zu dessen Herstellung soll moglichst geringgehalten werden.

Bestimme die Abmessungen der Dose in cm.
4.

Ein Rechteck hat einen Umfang von 50 cm. Bestimme dessen Seiten so, dass der

Flacheninhalt maximal ist.
5.

Aus einem 1 m langen Draht soll ein Kantenmodell eines Quaders hergestellt werden,
sodass der Rauminhalt maximal wird.

a) Bestimme die Kantenlange, wenn die Grundflache quadratisch ist
b) Bestimme die Kantenlange, wenn der Quader dreimal so lang wie breit ist.
6.

Von einem Kegel ist die Mantellinie s bekannt. Das Volumen des
Kegels ist von seiner Hohe h abhangig. Es seis =3 m

a) Bestimme die Funktionsgleichung V(h).

b) Fur welche Hohe wird das Volumen maximal?
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7. (schwer)

Aus 4 Staben soll ein pyramidenformiges Zelt mit quadratischer
Grundflache errichtet werden. Der Rauminhalt des Zeltes ist von der
Hohe abhangig.

a) Gib die Funktionsgleichung V(h) an.

Tipp: Arbeite mit der Formel fiir die Bodendiagonale!

b) Bestimme die HOhe des Zeltes bei einer Seitenlange von
s =5 m, damit der Rauminhalt maximal wird.

8.
Welche Abmessungen mussten Konservendosen in der Form eines Zylinders haben, wenn
das Volumen 512 ml betragt und moglichst wenig Blech verbraucht werden soll? Die

Wanddicke, sowie die Falzkante und evtl. Uberstande kénnen vernachlassigt werden.

9.

Der Schlosser Axel Schweil} soll aus
Alutafeln mit den Maf3en 500 mm x 800
mm quaderformige Boxen erstellen,
welche oben offen sind. Deren Volumen

soll méglichst groR sein.

a) Bestimme das maximale Volumen

der Boxen sowie deren Abmessungen.

b) In die Boxen sollen Glaser gestellt werden. Deren AulRenlinien kénnen durch eine
guadratische Funktion modelliert werden, welche die Nullstellen x1 =1 und x2 = 6 hat. Die
Weite der entsprechenden Funktion betragt 0,3.

Bestimme das Volumen der Glaser in Liter im Intervall [0,3]

10.
Bestimmen Sie die Seitenlangen a und b und die Diagonalenlange d desjenigen Rechtecks,

das bei gegebenem Umfang u (u = 8 cm) minimale Diagonalenlange d hat.
Quelle

11.

Bestimmen Sie die Seitenlangen a und b und den Umfang u desjenigen Rechtecks, das bei
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gegebenem Flacheninhalt A = 25 cm2, minimalen Umfang u hat.
Quelle

12.

Ein oben offenes Gefal3 bestehe aus dem Mantel eines Zylinders
(Hohe: h, Radius: r) mit angesetzter Halbkugel (Radius: r). Die
gesamte AulRenflache des Geféal3es habe den Flacheninhalt 2.400 cm?.
Bestimmen Sie den Radius r und die Hohe h so, dass das Volumen V

des Korpers maximal wird, und geben Sie das maximale Volumen an.

Quelle

13.

Der Querschnitt des abgebildeten, oben
offenen Kanals ist begrenzt durch zwei h
Viertelkreisbégen und durch eine Strecke

der Lange s. Die Hohe des Kanals ist h

der ,Umfang” (2 Viertelkreisb6gen und

die Strecke s) betragt 5 m .
Berechnen Sie diejenigen Werte fur die Héhe h und die Streckenlange s, fir die der
Flacheninhalt A der Querschnittsflache maximal wird, und geben Sie den maximalen

Flacheninhalt an.

Quelle

Ldsungen ab Seite 177
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7. e —Funktion

Viele Wachstums- und Zerfallsprozesse in der Natur lassen sich durch
Exponentialfunktionen beschreiben.

Eine Funktion der Art f(x) = b* heil3t Exponentialfunktion mit der Variablen x und der Basis
b.

Bei einer Exponentialfunktion steht die Variable im Exponenten.

Beispiel:

In so gut wie jedem Sommer nimmt das Wachstum der Alpenteppiche in den Meeren
besorgniserregende Ausmalde an. Unter Umstanden kann sich solch die Flache eines
Algenteppichs innerhalb von 2 Tagen verdoppeln. Eine Algenpopulation mit der
Anfangsflache fo = 50 m? hat nach t Verdopplungsperioden die Flache von f(t) = 50 « 2t m2.
Die sogenannte e — Funktion ist eine besondere Exponentialfunktion mit der Basis

e =2,7182818... e nennt man Eulersche Zahl. Sie ist der Grenzwert einer unendlichen

. 1\
Zahlenfolge. Es gilt: e = lim (1 + 5)

n—-—-oo

Somit ist f(x) = eX die Gleichung der e — Funktion, auch natirliche Exponentialfunktion
genannt. Sie hat die Eigenschaft, dass die Ableitungs- und die Ausgangsfunktion identisch

sind, es gilt also f(x) = e* = f(x).

Beispiel:
Der Luftdruck in der H6he h, h in m U NN, lasst sich annahernd durch die barometrische

Hohenformel p(h) = po * e, mitk = Wloom ermitteln. Der Luftdruck in Héhe des

Meeresspiegels betragt po = 1000 hPa.
Man kann damit berechnen wir hoch der Luftdruck z. B. auf der Zugspitze (2963 m G NN)

ist.

2963

p(2963) = 1000 - e 3000 ~ 690 hPa
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7.1. Aufgaben

1. Zeichne die Graphen der Funktionen jeweils in 1 Koordinatensystem
a) f(x) = eX g(x) = 3e* b)f(x) =e X g(x)=3-—-e~*

c) f(x) = e* g(x) = —e*

2. Anwendungsaufgaben

a) Eine Sage besagt, dass der indische Konig Schehram dem Erfinder des Schachspiels
einen Wunsch erfillte. Dieser bestand darin, dass der Erfinder den Konig bat auf das erste
Feld des Schachbretts 1 Weizenkorn zu legen, auf das nachste doppelt so viele und so
weiter.

i) Gib den Funktionsterm an, der die Anzahl der Weizenkdrner beschreibt.

i) Berechne die Anzahl der Weizenkorner auf dem 8., 32. und 64. Feld.

b) Am hessischen Edersee wurden im Jahr 1935 zwei Waschbéarparchen ausgesetzt. Da sie
in Deutschland keine natirlichen Feinde haben, vermehren sie sich sehr stark. Das
Wachstum der Population lasst sich mit der Funktion f(t) = 4e%2248% t in Jahren,
modellieren.

Bestimme die Anzahl an Waschbaren im Jahr 1945, 1989 und heute.

c) Bestimme die Zeit, in der sich ein Guthaben von 4000 € bei einer Verzinsung von 5 %

verdoppelt.
d) Bei welchem Zinssatz wachst ein Kapital von 800 € auf 1000 € in 4 Jahren an?

e) Die Temperatur eines 50°C heil3en Korpers sinkt jeweils innerhalb einer Stunde auf die
Halfte ihres Wertes zu Beginn der Stunde. Der Abkuhlungsprozess wird durch

f(x) =50 - 0,5% beschrieben.

i) Welche Temperatur hat der Kérper 8 Stunden nach Beginn des Abkuhlungsvorganges?

i) Nach welcher Zeit betragt die Temperatur des Korpers 1°C?

Losung

112



7.2. Kurvendiskussion von Exponentialfunktionen

Fur die Funktion f(x) = (1 — x2) e%5¢ sind die Schnittpunkte mit den Achsen, das

Symmetrieverhalten, die Extrema, sowie die Wendepunkte zu bestimmen.
Schnittpunkt mit der y — Achse: x = 0 = f(0) = (1 — 02) @050 =1 « 0 =» Sy(0/1)

Schnittpunkt mit der x — Achse: y =0 2> (1 —x2) e 9> =0

(1-x2) e 9> =0 | Klammer auflésen
e—0,5x2 e X2 e—0,5x2 =0 I : e—O,5X2

1-x2=0 |- 1

—e=-1 |+ (1)

x2=1 |V

x12 = + 1 =» Sx1(—1/0); Sx2(1/0)
Achsensymmetrie: f(x) = f(—x)
f(—=x) = (1 — (—x)?) e 05X = (1 — x2) 05 =» Achsensymmetrisch

Extrema:
fFx)=7?

u=1-x2;u =-2x

v = e 05 3 Kettenregel: i = -0,5x%, i '=—x;a=¢e;a'=e > v '=e 0% . (—x)
f(X)=u ev+usV

= _2X *+ @05¢ 4 (1 — xZ) o (—X) » €05 = _2x + @05¢ _x ¢ 05X 4 x3 o g05¢

=_3x- e—0,5X2 + %3 e e—O,5X2

f(x) =0 > —3x * e 0% + x3+ 05 =0 | x ausklammern

X+ (3 @05 4 32+ 605 = 0 |9 =0
_3 ° e—O,SX2 + X2 ° e—O,SX2 = 0 I : e—O,SX2
3+x=0 |+3
x2=3 |V
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Xa3 =13

fi(x) = ?

u=-3x;u‘=-3

v =e 05 3 Kettenregel: i = -0,5x2; i '=—x;a=¢€e;a'=e > v = e 0% (-X)
w = x3% w' = 3x?

z = e 05 5 Kettenregel: i =-0,5x% i '=—x;a=¢€e;a=¢e > z '=e 05+ (-x)
f‘X)=u sv+uevi+w ez+weZ

=—3 ¢ e 0% + (=3x) ¢ (—x) * €95 + 3x2 « @05 + x> ¢ (—x) + 0¥

=3+ 05 + 3x2 ¢ ©05¢ + 3x2 » @05 4 x3 + (_x) » @ 05¥

= _3 e 05¢ 4 Gx2 e g05¢_ y4 o g-05%

f(0)<0 > HP

f0)=1 = HP(0/1)

f(—/3)>0> TP

3

(—3) =272 > TP(—/3/-2¢7%)

f“/3)>0> TP

3

f(\/3) = —2¢ 2 > TP((W3/ —2¢73)

Wendepunkte: f(x) =0

—3 205+ Bx2e g0 _xte g0 = | @795 ausklammern
e 0%« (-3+6x2-x%)=0 | : €0
-3+6x2—x4=0 | I6sbar mit technischem Hilfsmittel

X1=2,33: X2=-2,33: x3=0,74; : xa =-0,74

f(2,33) = —0,29
f(~2,33) = -0,29
f(0,74) = 0,34
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f(~0,74) = 0,34

Der Luftdruck in einer bestimmten Hohe lasst sich bekanntlich annahernd durch die

h
barometrische Hohenformel p(h) = 1000 - e s000 bestimmen. In welcher H6he misst man 750
hPa Luftdruck?

h

1000 - e soo0 = 750 | : 1000

h

e 8000 = 0,75 | In
__h
In(e s000) =1In(0,75) | In(e*) = x

h = [ ] —
———=In(0,75) |+ (-8000)

=—-1In(0,75) « 8000 = 2.300 m
7.2. Aufgaben

a)

Die Ausgangsradioaktivitat des Jod — Isotops I-131 betragt 100 Mbq. Die Abnahme der
Radioaktivitat kann durch die Funktion f(t) = 100 « 0,917¢, t in Tagen, beschrieben werden.
Bestimme den Zeitpunkt, zu dem die Radioaktivitat auf die Halfte des Ausgangswerts
gesunken ist.

Hinweis: Hier bendtigt man die Logarithmenregel In(uX) = x « In(u)

b)

Im Jahr 2005 betrug die Einwohnerzahl eines Landes genau 100 Millionen. Dessen

jahrliche Wachstumsrate liegt bei 1% pro Jahr.

Bestimme wann sich die Einwohnerzahl dieses Jahres verdoppelt hat.
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8. Fachabivorbereitung

8.1. Linksammlung

Videos:

Vollstdndige Kurvendiskussion ganzrationale Funktion Video 1

Vollstdndige Kurvendiskussion ganzrationale Funktion Video 2

Anwendungsaufgabe ganzrationale Funktion Video 1

Anwendungsaufgabe ganzrationale Funktion Video 1

Anwendungsaufgabe ganzrationale Funktion Video 1

Vollstdndige Kurvendiskussion gebrochenrationale Funktion Video 1

Vollstandige Kurvendiskussion gebrochenrationale Funktion Video 2

Vollstandige Kurvendiskussion gebrochenrationale Funktion Video 3

Vollstandige Kurvendiskussion gebrochenrationale Funktion Video 4

Vollstidndige Kurvendiskussion e - Funktion

Integralrechnung

Integralrechnung — Parameteraufgabe

Rotationskorper

Extremwertaufgabe

Steckbriefaufgabe (zur Bestimmung der Funktionsvorschrift) Video 1

Steckbriefaufgabe (zur Bestimmung der Funktionsvorschrift) Video 2

Alle Ableitungsregeln

Ubersicht iiber die beliebtesten Fragestellungen Video 1

Ubersicht iiber die beliebtesten Fragestellungen Video 2

Miundliches Abi
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https://www.youtube.com/watch?v=0F0CeyAbpmA
https://youtu.be/AmA2egSNNog
https://youtu.be/NamyqsYZhhM
https://youtu.be/mJjvURnNjnI
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https://www.youtube.com/watch?v=L4hEUIHBP1I
https://www.youtube.com/watch?v=lKXdBLi63ks
https://www.youtube.com/watch?v=DzuGx2PbMwE
https://www.youtube.com/watch?v=UT3uM4D9QVE
Wie%20groß%20ist%20die%20Fläche?%20–%20Integral%20Flächenberechnung%20-%20YouTube
https://youtu.be/fResSfmRSJA
https://youtu.be/mk7PZfAmB1g
file:///D:/Mathe/ExcelKlapptests/Oberstufe/Klasse_12/Extremwertaufgabe%20Beispiel%20–%20Extremwertaufgaben%20maximaler%20Flächeninhalt%20-%20YouTube
https://youtu.be/hxQHWL2_0Hw
https://youtu.be/xcs3JEWhTGM
https://www.youtube.com/watch?v=GtVWdeevZpw
https://youtu.be/DibuO20yERg
https://youtu.be/qbr_4eWFBBA
https://youtu.be/h5yfQTq4b94

Fachabiaufgaben:

Ganzrationale Funktionen Ldsung

Gebrochenrationale Funktion

Rotationskorper Ldsung
Extremwertaufgabe

Zusammenfassungen:

Fachabi RLP

Zusammenfassung Mathe Fachabi

Fachabi Mathe Bayern

Fachabi Bayern Analysis

Fachabi Bayern

Zusammenfassung Abivorbereitung

8.2. Aufgaben fiir die schriftliche Priifung

|. Gebrochenrationale Funktion
1.

x3 + 4x?
4x + 4

Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) =

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Graphen mit den Achsen.

d) Bestimmen Sie die Funktion a, an welche sich die Funktion im Unendlichen annéhert.

8x3 + 28x% + 32x » 32x3 4+ 96x% + 96x + 128
> und f“(x) = 3
(4x + 4) (4x +4)

e) Zeigen Sie, dass gilt: f(x) =

f) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.

g) Zeichnen Sie den Graphen und zeichnen Sie dessen markante Merkmale ein.
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https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/02/Computervirus.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2022/05/Computervirus.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/02/GebrochenrationaleFachabi1.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/02/Rotationsk%C3%B6rperFachabi1.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2021/03/Lo%CC%88sung-Rotationskoerper1.pdf
https://www.mathekars.de/wp-content/uploads/2020/02/MinMaxFachabi1.pdf
https://berufsbildendeschule.bildung-rp.de/fileadmin/user_upload/bbs/berufsbildendeschule.bildung-rp.de/Materialien/Dokumente/Materialiendatenbank_des_PL/Fachhochschulreifepruefung/2020-10-28_FHR-Rundschreiben_Anhang_Mathematik_01.pdf
https://youtu.be/JjV2bqzP3TY
https://youtu.be/AjieZk6lnxE
https://youtu.be/0acBTb-KIjM
https://youtu.be/tWGjI3XjydA
https://youtu.be/rCrIiDT3ktE

2.

o . . 2+8x+6
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) = %
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Graphen mit den Achsen.
d) Bestimmen Sie Asymptote der Funktion.

-x?+4x + 22 y 52
———— und f(x) = -
x“-4x +4 (—x+2)

e) Zeigen Sie, dass gilt: f(x) =

f) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.

g) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts der Funktion.

h) Bestimmen sie rechnerisch das Grenzwertverhalten der Funktion.

i) Zeichnen Sie den Graphen und zeichnen Sie dessen markante Merkmale ein.

3.

o . . *+2x-18
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) = %
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Graphen mit den Achsen.
d) Bestimmen Sie Asymptote der Funktion.

-2x*+28x-8 . 4x% - 84x% + 48x - 112
———— und f(x) = >
x%-8x*+ 16 x® - 12x% + 48x% - 64

e) Zeigen Sie, dass gilt: f(x) =

f) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.
g) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts der Funktion.
h) Bestimmen sie rechnerisch das Grenzwertverhalten der Funktion.

i) Zeichnen Sie den Graphen und geben Sie dessen markante Merkmale an.

4.

-4x
x>+ 8

Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) =

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.
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c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Graphen mit den Achsen.

d) Bestimmen Sie die Asymptote der Funktion.

e) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.

f) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts der Funktion.
g) Bestimmen sie rechnerisch das Grenzwertverhalten der Funktion.

h) Zeichnen Sie den Graphen und geben Sie dessen markante Merkmale an.

5.

o _ _ 3-3x2+5
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) = EE R xp_cz -

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Graphen mit den Achsen.

d) Bestimmen Sie Asymptote der Funktion.

e) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.

f) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts der Funktion.
g) Bestimmen sie rechnerisch das Grenzwertverhalten der Funktion.

h) Zeichnen Sie den Graphen und geben Sie dessen markante Merkmale an

6.

x2+2x+1

Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion f(x) = i3

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen.

c) Berechnen Sie den Schnittpunkt mit der y - Achse

c) Bestimmen Sie die Art der Symmetrie

d) Bestimmen Sie Asymptote der Funktion.

e) Bestimmen sie rechnerisch das Grenzwertverhalten der Funktion

e) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrema der Funktion.

f) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts der Funktion.

g) Zeichnen Sie den Graphen und geben Sie dessen markante Merkmale an

Quelle Video
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Losung: Seite 176

Il. Kurvendiskussion

1.
Nahezu 100 %

der deutschen

35

30

Hopfenernte
wird zum
Bierbrauen
verwendet.
Dazu nutzt

man die

weiblichen
Hopfenpflanzen. Diese haben bis zu 4 m lange Wurzeln und zeichnen sich durch eine
beachtenswerte Wachstumsrate aus, welche bei ca. 35 cm / Tag liegen kann. Die

Wachstumsrate einer Hopfenpflanze kann durch die Funktion

-1 3 _ 180 2 , 8100 i - i
f(x) = 000 % 2000 T 3000 % MItX € [0; 90]. x ... Tage nach Keimung, f(x) ...

Wachstumsrate (Wachstumsgeschwindigkeit) in cm / Tag.

a) Beschreiben Sie den Verlauf der Wachstumsrate der Pflanze in Worten.

b) Berechnen Sie f(20) und erlautern Sie die Bedeutung dieses Wertes im Sinne der
Sachaufgabe.

c) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion und erlautern Sie deren Bedeutung im Sinne
der Sachaufgabe.

d) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem die Wachstumsrate der Hopfenpflanze maximal
ist, und bestimmen Sie rechnerisch den Wert der Wachstumsrate zu diesem Zeitpunkt.

e) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem sich die Wachstumsrate am starksten andert.

Quelle
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2. [b) und c) 9]

Wahrend einer Grippeepidemie sind immer eine bestimmte Zahl von Personen gerade
erkrankt. Taglich erkranken neue Personen, gleichzeitig werden aber auch bereits
Erkrankte wieder gesund. Der Verlauf der Zahl der gerade Erkrankten a in Abh&ngigkeit von
der Zeit t nach Ausbruch der Epidemie kann naherungsweise durch eine ganzrationale

Funktion vierten Grades mit dem Term

a(t) = = - (x* — 600x + 33.600x% + 640.000x), mit 0 < x < 80 und x in Tagen
()= - ( g

beschrieben werden. Fir die weiteren Berechnungen nehmen wir an, dass jeder Erkrankte

nach genau 10 Tagen wieder gesund wird. Bemerkung: Der tatsachliche Verlauf einer

Krankheit wird durch eine Exponentialfunktion beschrieben.

a) Stellen Sie den Verlauf der Zahl der gerade Erkrankten a in Abhéangigkeit von der Zeit t
nach Ausbruch der Epidemie graphisch dar.

Beschreiben Sie anhand der graphischen Darstellung mit eigenen Worten den Verlauf
der Zahl der gerade Erkrankten. Begriinden Sie insbesondere, warum diese Zahl der
gerade Erkrankten zuerst ansteigt und dann wieder abfallt.

b) Berechnen Sie, wie viele Personen am 1. Tag der Epidemie neu erkrankten.

c) Berechnen Sie, wie viele Personen am 10. Tag nach Ausbruch der Epidemie
erkrankt waren.

d) Berechnen Sie, an welchem Tag sich die Zahl der gerade Erkrankten am starksten
anderte. Berechnen Sie weiter, um wie viele Personen sich die Zahl der Erkrankten an
diesem Tag anderte.

e) Berechnen Sie, an welchem Tag die meisten Personen gerade erkrankt waren.
Berechnen Sie weiter, wie viele Personen an diesem Tag erkrankt waren.

Quelle
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3.

Die Uber einen langeren Zeitraum erfasste durchschnittliche Anzahl f der momentanen
Besucher einer Internetseiten in Abhangigkeit von der Zeit t im Zeitraum von 6.00Uhr
morgens bis 20.00 Uhr abends kann naherungsweise durch eine ganzrationale Funktion
dritten Grades mit dem Term f(t) = —t3 + 30t2 — 225t + 520; mit 6 <t < 20 und t in Stunden

beschrieben werden.

a) Stellen Sie den Verlauf der durchschnittlichen Anzahl der momentanen Besucher der
Internetseite in Abhéngigkeit von der Zeit t zwischen 6.00 Uhr morgens und 20.00 Uhr
abends graphisch dar. Beschreiben Sie anhand der graphischen Darstellung mit eigenen
Worten den Verlauf des Besuchs der Internetseite. Begriinden Sie insbesondere, warum
die Anzahl der Besucher zuerst ansteigt und dann wieder abfallt.

b) Berechnen Sie, wie viele Interessenten die Internetseite um 8.00 Uhr durchschnittlich
besuchen.

c) Berechnen Sie, um wie viele Interessenten sich die Anzahl der Besucher zwischen 8.00
Uhr und 9.00 Uhr durchschnittlich verandert.

e) Berechnen Sie, um welche Uhrzeit sich die Anzahl der Besucher durchschnittlich am
starksten vergrof3ert.

f) Berechnen Sie, um welche Uhrzeit durchschnittlich die meisten Interessenten die
Internetseite besuchen. Berechnen Sie weiter, wie viele Interessenten dies
durchschnittlich sind.

Quelle

4.

Im Marz 2023 erschien auf www.spargel.de ein Artikel mit der Uberschrift: ,Anstieg der

Schadstoffkonzentration erwartet®. Darin heil3t es unter anderem, dass die

Weltgesundheitsorganisation (WHO) derzeit dariiber berate, ob der in der EU geltende

Grenzwert noch den aktuellen wissenschaftlichen Erkenntnissen entspreche. Die

deutschlandweite Entwicklung der durchschnittlichen Schadstoffkonzentration in Milligramm

pro Kubikmeter Luft kann im Zeitraum der letzten 12 Jahre (entsprechend gilt: t =0

bedeutet Ende 2010) durch folgende Funktion modelliert werden:

f(t) = 0,03t* - 0,68t3 + 4,092 + 1,6, mit 0 < t < 12; tin Jahren, f(t) in mg/cm3

a) Zeichnen Sie den Graphen in das gegebene Koordinatensystem.

b) Berechnen Sie die durchschnittliche Schadstoffkonzentration am Ende der Jahre 2010
und 2020.
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c) Berechnen Sie, in welchem Jahr die Schadstoffkonzentration der letzten 12 Jahre am
héchsten war und geben Sie an, wie hoch die Konzentration in Milligramm pro
Kubikmeter Luft war.

d) Weisen Sie rechnerisch nach, dass im Spatsommer 2013 die grof3te Zunahme der
Schadstoffkonzentration zu verzeichnen war.

e) Aufgrund dieses Artikels kamen Fahrzeuge mit Verbrennungsmotor in die Kritik und
verloren stark an Wert. So ist mit einem jahrlichen Wertverlust von 27 % zu rechnen.
Berechnen Sie auf dieser Grundlage den prognostizierten Wert eines Kraftahrzeugs im
Jahr 2030, welches im Jahr 2023 noch 21.345 € wert war.

5.
Die Gleichung f(x) = —%x3 + %3x2 — 5x beschreibt einen Damm und links davon einen

Graben. Die Einheit von x und f(x) ist jeweils in Metern gegeben.

a) Zeichne einen Graphen, welcher den Verlauf des gesamten Damms beschreibt.
b) Berechne die Breite des Damms, sowie des Grabens.

¢) Bestimme die H6he und des Damms, sowie die Tiefe des Grabens.

d) Berechne die maximale Steigung auf der linken Seite des Damms?

6.

Der franzdsische Fluss Loire teilt sich bei La Charité — Sur — Loire durch Sandbéanke in
mehrere Flussarme. Der Querschnitt durch einen dieser Arme kann durch eine kubische
Funktion beschrieben werden, mit =2 < x < 4, x in m. Der héchste Punkt liegt auf der
rechten Uferseite und hat die Koordinaten H(4/0), der Tiefpunkt des Flussbetts liegt bei
T(0/-4).

a) Bestimme die zugehorige Funktionsvorschrift.

b) Bestimme die Breite des Flusses an den dargestellten Sandbanken.

c) Bestimme die Breite des Flusses in 2 m Tiefe.

d) Berechne die Querschnittsflache dieses Seitenarms.

e) Wenn im Sommer der Seitenarm austrocknet, rutschen Kinder die Flussbdschung hinab.

Bestimme den Punkt, an dem das Gefalle am starksten ist.

Quelle Video
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7.

Der Graph der Funktion f mit f(x) = 0,001x* — 0,1x2 beschreibt im 4. Quadranten den

Querschnitt eines Pools, mit x in m; f(x) in m.

a) Zeichne den ganzen Pool im Koordinatensystem

b) Berechne die Breite des Poolquerschnitts

c) Der Pool wird bis zu 30 cm unter den Rand mit Wasser gefullt. Wie weit ist es horizontal
gesehen vom linken Rand bis zur Wasseroberflache? (Tipp: x1 = 9,84)

d) Zwei m vom rechten Rand entfernt soll eine Leiter senkrecht bis zum Boden des Pools
gebaut werden. Berechne die Lange der Leiter.

e) Bestimme die Wassermenge in |, die benétigt wird, wenn der Pool 3 m tief ist und bis 30
cm unter den Rand mit Wasser gefullt wird.

Quelle Video

8.

Auf einem Volksfest wird die Anderungsrate der Besucherzahl kontinuierlich festgestellt. Es

zeigt sich, dass sie durch b(t) = 20t3 — 300t2 + 1000t erfasst wird. Das Volksfest eréffnet

morgens um 99 und entspricht t = O [t: Zeit in Stunden, b(t): Besucher pro Stunde]

a) Berechne die Nullstellen und erklare die Bedeutung positiver und negativer
Funktionswerte.

b) Berechne die Anzahl der Besucher pro Stunde um 129,

c) Bestimme rechnerisch die Zeitpunkte, zu denen die Besucheranzahl am schnellsten zu-
bzw. abnimmt.

d) Berechne, um wie viel die Besucherzahl von 102 bis 112 zunimmt und gib fuir diesen

Zeitraum die durchschnittliche Anderungsrate der Besucherzahl an.

Quelle Video
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9.

Die Anzahl der Besucher eines Kinos soll in einem Zeitraum zwischen 11 Uhr und 24 Uhr

durch die Funktion f(t) = —0,05t3 + 1,9t2 — 15t + 70 beschrieben werden(t: Zeit in Stunden mit

11 <t < 24 und f(t) beschreibt die Besucheranzahl).

a) Bestimme die Anzahl der Besucher, die um 16 Uhr im Kino sind.

b) Wie viele Besucher kommen um 18 Uhr hinzu.

¢) Wann sind im angegebenen Zeitraum die meisten bzw. wenigsten Besucher im Kino?

d) Wie viele Besucher kommen durchschnittlich / Stunde zwischen 11 Uhr und 17 Uhr
hinzu?

e) Wann andert sich die Besucherzahl am starksten?

Quelle Video

10.

Die Anzahl einer Tierart in Afrika in den Jahren 2000 bis 2008 kann durch die Funktion

N(t) = 2t — 15t2 + 150, mit t = Jahre und N(t) = Anzahl der Tiere in Tausend, beschrieben

werden.

a) Bestimme die Anzahl der Tiere zu Beginn bzw. nach 5 Jahren.

b) Berechne wann es 100.000 Tiere gab.

c) Bestimme die durchschnittliche Anderungsrate in den ersten 5 Jahren.

d) Bestimme die lokale Anderungsrate nach 2 Jahren.

e) Bestimme die durchschnittliche Anzahl der Tiere in den ersten 5 Jahren pro Jahr.

f) Berechne das Jahr, in welchem die Tiere ausgestorben sind.

g) Bestimme wann es die meisten / wenigsten Tiere gab und berechne deren Anzahl

h) Bestimme den Zeitpunkt an dem die gréf3te Veranderungsrate vorlag und berechne
deren Wert.

i) Berechne den Zeitpunkt, an dem die Veranderungsrate 58.500 Tiere / a betrug.
Quelle Video
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11.
Die Flugkurve eines Balls beim Freistol3 kann ndherungsweise durch die Funktion

f(x) =— L x3+ Lx2 x>0, beschrieben werden.
288 16

a) Zeichne den zugehorigen Graph in einem sinnvollen Intervall.

b) Bestimme die maximale Flughthe des Balls und dessen Entfernung an dieser Stelle vom
Abschusspunkt.

c) Berechne wie weit entfernt vom Abschusspunkt der Ball den Boden berihrt.

d) In einer Entfernung von 9 m befindet sich eine Spielerabwehrmauer, welche 2 m hoch ist.
Kann der Ball diese Uberfliegen?

e) Bestimme in welcher Entfernung von der Torlinie der Freisto3 ausgefiihrt wurde, wenn

der Ball die Torlinie in 2 m Hohe Uberfliegt.

Quelle Video

12.
Waéahrend einer Hochwasserwelle wurden in einer Stadt die Hohe h des Wasserstands des
hochwasserfuhrenden Flusses in Abhangigkeit von der Zeit t gemessen. Der zeitliche

Verlauf des Wasserstands h kann durch eine ganzrationale Funktion vierten Grades mit

845

Etz +30mit 0 <t< 13 undtin Tagen, sowie h

dem Funktionsterm h(t) = %t‘* - %ﬁ +
in cm beschrieben werden.

a) Berechne den Wasserstand zu Beginn des Hochwassers.

b) Berechne den Wasserstand nach 1 Tag.

c) Bestimme den Anstieg pro Stunde bis zum ersten Tag.

d) Berechne den starksten Anstieg des Wassers.

e) Wird eine Schutzmauer, die 1,20 m hoch ist, vom Hochwasser tberflutet?

f) Bestimme den hochsten Wasserstand wahrend des Hochwassers.

Quelle Video

13.
Der Bestand der sudpfalzer Fichten kann seit 1955 durch die Funktion

11 3.157 2.233 12.265
h(t) = —t* + 3+ t* —
48 144 6 3

t —500

modelliert werden, wobei t die Jahre seit 2000 und h(t) der Bestand in 10 Tonnen sind.
a) Bestimme den aktuellen Bestand der Fichten und den voraussichtlichen Bestand fir das
Jahr 2028.

126
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b) Ermittle in welchen Jahren der Bestand der Fichten am gro3ten bzw. am geringsten war
und gib den jeweiligen Bestand an.
c) Bestimme den starksten Anstieg des Fichtenbestands.

Losungen ab Seite 185

l1l. Extremwertaufgabe

Eine Touristenattraktion einer deutschen Stadt ist der auf 200 m
Lange begehbare romische Abwasserkanal. Um Abwasser und
Regenwasser auch in Extremsituationen sicher aus der Stadt
leiten zu kdnnen, haben die romischen Ingenieure den Kanal
mit einer Querschnittsflache von 4 m2 konstruiert. Nach oben ist
der Kanal mit einem halbrunden Tonnengewdélbe
abgeschlossen. Der Kanal ist rundherum mit Steinquadern
ausgemauert. Um beim Ausmauern des Kanals Zeit und Geld
Zu sparen, ware es gunstig, wenn der Umfang der

Querschnittsflache moglichst gering ware.

a) Berechnen Sie r und h bei einer Querschnittsflache von 4 m?
so, dass der Umfang minimal ist.
b) Berechnen Sie den minimalen Umfang, sowie auch die Kosten des Ausmauerns, wenn

fur einen Quadratmeter Wandflache 240 € berechnet werden.

Ldsung Seite 186
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IV: Integralrechnung

1.

Auf einer Hamburger Werft wird eine Hochgeschwin-

Decklinie

digkeitsfahre als Doppelrumpfschiff (Katamaran) geplant.
Der mittlere Teil des Schiffsrumpfes wird auf einer Lange
von 12 m im Querschnitt nach der Funktion

f(x) = 0,2x* — 1,8x2 hergestellt. Die waagerechte Decklinie

liegt in einer Hohe von 1 Einheit Gber dem Hochpunkt H.
a) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion

achsensym metrisch ist.

Tiefpunkte von der Decklinie.
c) Zeichnen Sie den Graphen von f

zusammen mit der Decklinie in ein

geeignetes Koordinatensystem

Quelle
d) Damit das Schiff ,unsinkbar® ist, soll der Doppelrumpf des Schiffes mit Styropor bis zur

Hohe des Punktes H ausgefillt werden. Berechnen Sie das Volumen an Styropor in den
mittleren 12 m des Katamarans, d. h. auf eine Tiefe von 12 m.

2.
a) Berechnen Sie den Inhalt der gefarbten Flache.
b) Ermitteln Sie den prozentualen Anteil, welcher auf

die helle Pupille entfallt.

Quelle
Video
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3 s luuvavil g\"
Lehrlingsheim 2., W,
Ein Kanuclub méchte fiir ein neues Balkhsr. 3
Kotten
Clubhaus mit Anlegestelle ein )
Grundstiick an der Wupper erwerben.
Der bisherige Eigentimer, ein Landwirt, > b‘e"""
- . . - . ,19. :
bletEt das GrundStUCk Uber emen '.'.'Kadenauschnm aus Falk-Plan Solingen, (© Falk Verfag Ostfildern), www.falk de
Makler zu einem Preis von 12€ pro m2 an. Die Vermessung ergab eine Breite von 460 m.
Von der Mitte der geraden 100
Gebietsgrenze betragt die Distanz N
| N
zum Wasser 50 m. + \_\
Wup _
100 200 300 400 "&90 A
N 460m > \\ \
\
a) Erlautern Sie, dass der Uferverlauf im angegebenen Koordinatensystem durch
f(x) = a » x* * (x — 460) beschrieben wird und berechnen Sie a.
. 1
(Kontrollergebnis: a = — 24‘3.34'0)
b) Berechnen Sie den Kaufpreis fur das Grundstick.
c) Der Makler veranschlagt eine Maklergebuhr in Hohe von 3,48 % des Kaufpreises
(inklusive MwSt). Mit welchen Kosten hat der Kanuclub zu rechnen?
Quelle
4.
Die Kunst — AG hat beschlossen die
AulRenfassade der Turnhalle mit dem
e = = : : : Bild einer Eule zu verzieren. Alle 39
; Absolventen des diesjahrigen FOS —
Jahrgangs durfen einen ' 19,
Handabdruck in die . ".?- 20cm
’3 Augen der Eule setzen. &
>

10cm

Erwachsenenhand

Die Augen kdnnen durch zwei Funktionen umrandet werden. Es ist
bekannt, dass der Streckfaktor 116 betragt, die Nullstellen sind am Graphen

abzulesen. MalRe in m.

a) Bestimme die beiden Funktionsvorschriften, welche die Augen der Eule modellieren.
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b) Bestimme rechnerisch den Flacheninhalt der Augen (Kontrollfunktion: g(x) = - 1—16x3 + x)

¢) Nimm rechnerisch basiert Stellung dazu, ob die Hande aller Schuler in die Augen passen.

d) Von dem Schnabel ist bekannt, dass er durch eine Funktion ersten Grades mit der
Steigung m = Z beschrieben werden kann.

Berechne die Flache, welche der Schnabel einnimmt.

5.

Ein Fahrzeug, das 3,1 m breit und 2,3 m hoch ist, méchte einen historischen Torbogen
passieren. Dieser hat die Form einer Parabel und misst eine maximale Hoéhe von 6,4 m und
eine Breite von 4,8 m.

a) Zeichne den Torbogen im Koordinatensystem

b) Begriinde rechnerisch, ob das Fahrzeug den Torbogen durchqueren kann

c) Der Torbogen hat eine Tiefe von 4 m. Berechne das Volumen der Durchfahrt.

Video

6.

Betrachtet wird eine grol3e rotationssymmetrische Schale, die aus ;5’5': | ]
einem Steinblock gefertigt wurde. Ein Kubikmeter des Steins hat eine A /i,.
Masse von 2700 kg. In einem Koordinatensystem kann ein Querschnitt [ £ ,r/ /f
der Schale mithilfe der Graphen der Funktionen p und g mit p(x) = Véx , Z N _g\\d 6
0 <x<6undq(x)=+V4x - 8, 2 < x <6 modellhaft dargestellt werden. d ::\,_\;-.
Dabei beschreibt die x-Achse die Rotationsachse der Schale; eine -6

Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1dm (vgl. Abbildung).
a) Interpretiere den Term p(6) — q(6) im Sachzusammenhang

b) Berechne das Innenvolumen der Schale.

c) Die Schale soll in Kartons verpackt werden. Bestimme rechnerisch dessen Mindestmalle.

d) Berechne wie viel Luft sich in dem Karton mindestens befindet.

Quelle Video
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7.
——

‘/v

Eine 40 cm hohe Vase (der Sockel ist nicht mit einberechnet) hat
in 10 cm Hohe ihren maximalen Durchmesser mit 22 cm und in 30
cm Hohe ihre schmalste Stelle mit einem Durchmesser von 6 cm.

a) Zeichne den Graphen der kubischen Funktion, welche die
Randkurve der Vase beschreibt.

(Kontrollfunktion: (x) = 0,002x3 — 0,12x2 + 1,8x + 3)
b) Ermittle den Durchmesser der Vasené6ffnung.

c) An der weitesten Stelle der Vase, an deren ,Bauch®, soll eine

/

Banderole angebracht werden. Bestimme deren Lange. -

d) Zur Verschonerung der Vase soll ein zylinderférmiger Sockel angebracht werden. Dieser
soll eine Hohe von 3 cm haben und so breit sein wie die Vase in 3 cm Héhe. Ein dm3
farbiges Glas kostet im Einkauf 13,99 €. Bestimme die Kosten fur den Sockel. (Alternativ:
Menge an farbigem Glas = 123,456 cm?3)

Quelle Video

8.

a) Bestimme b > 0 so, dass die Gleichung erfillt ist. fob(x —3)dx =10 FE

b) Bestimme a > 0 so, dass die Gleichung erfullt ist. foa(8x3)dx =162 FE
c) Bestimme a > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. foa(Zx —1)dx =2 FE
d) Bestimme a > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. foa(Zx —1)dx =6 FE

e) Bestimme a > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. fla(3x —4)dx =4 FE
Ab hier Rotationskdrper!

f) Bestimme a > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. fla(4x)dx = 661,33 © VE
g) Bestimme c > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. foc(gx)dx =6,97 m VE

h) Bestimme ¢ > 0 so, dass sich eine wahre Aussage ergibt. ff(l,Sx)dx =19,5n VE

Video
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9.

Eine Rangierlok verschiebt in einem Bahnhof Waggons hin und her. Dabei beschreibt die
Funktion v(t) = —t(t — 39)(t — 50) bzw. v(t) = 0,0005t* — 0,04t + 0,75t die

Geschwindigkeit der Lokomotive. Im Zeitraum von 55 Sekunden wird die Geschwindigkeit

gemessen. Die Geschwindigkeit wird in m/s angegeben.

a) Beschreibe in eigenen Worten die Bewegung der Lok.

b) Bestimme rechnerisch die Zeitpunkte, an denen die Lokomotive ihre Position kurzzeitig
nicht &ndert.

c) Berechne die Gesamtstrecke, welche die Rangierlok insgesamt in 55 Sekunden
zurtcklegt

d) Gib an, wie weit die Lok vom Startpunkt aus nach 55 Sekunden entfernt ist.

Quelle Video

10.

Ein Kohleofen brennt 8 Stunden. Er wird so geregelt, dass seine Verbrauchsrate durch
6,25

folgende Funktion beschrieben werden kann. v(t) = 0,1t + 0 <t <8, tin Stunden,

t+1)?’
v Verbrauchsrate in kg / h.

a) Wie hoch ist der Gesamtverbrauch an Kohle im angegebenen Intervall?
b) Bestimme die mittlere Verbrauchsrate.

c) Berechne die minimale Verbrauchsrate.

Quelle Video

0.5 1 15

11.

Eine Kunstlerin fertigt Unikate mit dem 3 — D — Drucker. Diese

haben eine Dicke von 5 mm. Die Software fur den Drucker

bekommt die Funktionen g(x) = 2x2 — 4x und f(x) a - g(x), mit

a > 0, g(x) und f(x) Koordinaten in cm.

a) Die Kunststucke sind mit einer Folie Gberzogen, deren Preis
bei 5,55 € fur ein 10 mm x 10 mm grofRRes Stuck liegen.

Berechne den Preis der passgenauen Folie.
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Rechne hierzu mit der Funktion f(x) = 1,6x2 - 3,2x.

b) Bestimme den Faktor a so, dass die Flache genau 1,33 cm? grof3 ist.

12.

Eine Schreinerin sagt aus kreisrunden

Sperrholzplatten, die eine Starke von 6 mm

haben, Ornamente aus. Diese kdnnen durch die

Funktionen f(x) = 0,4x3 — 1,6x und g(x) = a * f(x)

beschrieben werden. a > 0, f(x) und g(x)

Koordinaten in cm.

a) Das Material fur die Kreise kann in
passgenauen quadratischen Zuschnitten

bestellt werden. Berechne die Mal3e des
Zuschnitts, sowie den absoluten und relativen
Abfall, nachdem ein Kreis ausgesagt wurde.
b) Berechne den Faktor a so, dass das Ornament eine Flache von 2,4 cm?2 misst.
c) Bestimme das Volumen des Zylinders, nachdem das Ornament ausgesagt wurde.
d) Berechne die Masse des Ornaments bei einer Dichte von Sperrholz von
450 kg/m?3

Losungen ab Seite 195
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8.3. Aufgaben fiir die mindliche Priifung

1. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begrinde die Korrektheit der wahren
Aussagen und gib fur die falschen Aussagen ein Gegenbeispiel an.

a) Polynomfunktionen dritten Grades haben keine Nullstellen.

b) Polynomfunktionen ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle.

¢) Quadratische Funktionen haben ein Maximum oder ein Minimum.

d) Die Funktion f(x) = i hat R als Definitionsbereich.

e) Die Funktion f(x) = xl hat R als Wertebereich.

f) Jede gebrochenrationale Funktion hat eine Definitionsltcke.
g) An den Wendestellen der Funktion f(x) = sin(x) liegen Extrema der Funktion

g(x) = cos(x) vor.

2. Sind die folgenden Aussagen fur jede differenzierbare Funktion f zutreffend oder nicht?

Erlautere Deine Entscheidungen z. B. durch eine Skizze oder durch ein Gegenbeispiel.

a) Wenn f(x) = 1 ist, hat die Tangente an den Graphen von f im Punkt P(0/f(0)) die
Steigung 1.

b) Wenn f(x) = 1 ist, schneidet die Tangente an den Graphen von f im Punkt P(0/f(0))
die x — Achse im Winkel von 45°.

c) Wenn (1) = -1 ist, schneidet die Tangente an den Graphen von f im Punkt P(-1/f(-1))
die x — Achse im Winkel von 45°.

d) Wenn f(2) = 0 ist, hat die Funktion fin x = 1 eine Nullstelle.

e) Wenn f(5) = 0 ist, hat der Graph der Funktion f im Punkt P(5/f(5)) eine waagrechte
Tangente.

f) Die momentane Anderungsrate der Funktion f mit f(x) = 3x2 — 4 an der Stelle x = 1 ist
negativ.

g) Die Tangente an den Graphen der Funktion f mit f(x) = 3x?2 — 4 im Punkt P(0/-4) ist
waagrecht.

Quelle: So viel Mathe muss sein.
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3.

Erlautere den Zusammenhang zwischen den Graphen

a) Wie berechnet man den Flacheninhalt des orangen
(gepunkteten) Graphen, den dieser mit der x — 6
Achse einschlief3t?

b) Begriinde graphisch, dass es eine quadratische .
Funktion gibt, die genau 1 Nullstelle hat.

c) Gib fur eine Funktion 1.; 2. und 3. Grades einen
Funktionsterm an und begriinde

Deine Entscheidung.

2

4.

Gegeben sei eine beliebige ganzrationale Funktion f

a) Erlautere welche Informationen man dem Definitionsbereich, auch im allgemeinen,
entnehmen kann.

b) Interpretiere den Grenzwert von f.

c) Begrunde welchen Grad f haben misste, damit es genau einen Wendepunkt gibt.

d) Finde eine Funktion, die weder Maxima noch Minima hat.
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5.

Die Firma Weil3bier — Mller bringt eine neue Sorte auf
den Markt. Aus Erfahrung bzgl. des Verkaufs anderer
Produkte weil3 man, dass die Funktion

f(x) = - 0,0001x3 + 0,15x2 + 15x; mit

0 < x < 1500 die Verkaufsentwicklung recht gut modelliert.
(x: Zeit nach Verkaufsbeginn in Tagen; f(x): verkaufte
Stiuickzahl / Tag)

a) Beschreibe den Graphen im Sinne der Sachaufgabe

b) Berechne die Anzahl, welche die Firma am 150. Tag
verkauft.

c) Mit den GrolRhandlern wurde vereinbart, dass der
Lagerbestand an dem Tag gesenkt wird, an welchem
die taglichen Verkaufszahlen am gréf3ten sind.
Bestimme wann dies eintritt.

d) Der Wendepunkt hat die Koordinaten W(500/32.500).
Interpretiere dieses Ergebnis im Sinne der
Sachaufgabe.

e) Argumentiere weshalb die Steigung der Tangente im
Punkt P(1.047,72 / 65.363,35) Null ist.

Losungen ab Seite 199

200 400 600 800 1000 1200 1400 ‘IiDD 1800
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9. LOsungen

1.2.1.

aym=25 bm=2= ¢m=0 dm==" em==2 fim=—28

1.3.2
NFX)=4x—4>F(2)=4=m>5=42+b>b=—3D t(x) =4x— 3
) f(X) =2 > f(=2)=12=m>-8=12+(=2)+b > b =16 D t(x) = 12x + 16

3.f(2) = 2; f(X) = 32— 6x+9 > f(2) =—3=m>2=-32+b>b=8D {(x) =—-3x+ 8

4.12) = =;

4

=m>-L=_2.2+p>b=E3tx)=-x+ 2
4 4 4 4

F(x)=2x%- Zx + 2> F(2) = :

» 1o

5.

a)

et
b) Die Tangente hat im Punkt P(1,5/6) die gleiche Steigung wie im Punkt P(x/y).

Es istf‘(x)=—X:m9m:y2_y1 _ 6-y :6—(4—0,5x2):6—4+0,5x2 240,527

Xy — X1 1,5—-x 1,5—-x 1,5—-x - 1,5—-x ==X
. . 2 +0,5x% ..
Man muss also die Bruchgleichung . =X |6sen.
2+ 0,5x%
T = x|+ (1,5-X)
1,5—-x

2+05x2=—x°*(1,56-x)=-15x+x*..... 205 -15x-2=0"2>x1=-1; x2=4
Am Graphen kann man ablesen, dass x1 = —1 die gesuchte Lésung ist, da die Gerade die

Parabel bei x1 = =1 und nicht bei x2 = 4 schneidet. Aus f(-1) = 3,5 folgt, dass der gesuchte
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Punkt die Koordinaten P(-1/3,5) hat.
c) Mithilfe des Satz von Pythagoras folgt |PQ| = 3,5 LE

6.

a) Aus einer Steigung von 25 % ergibt sich m = 12750 = i

hin r‘}'l?_

| 1 | | |
5 10 15 20 E'S!tinn

Q(-20/0)
, 5 , 5
b) f(x) =5T_x; ausa)m=0,25.Daf(x)=m > 5T_x:0,25
25 _ .
+==025 |+ V5x

2,5=0,25++/5x |:0,25

10 = /5x | 2
100 = 5x |:5
x =20

f(20) = 0 > P(20/0)
c)

y=0,m=0,25;x=20>0=0,2520+b > b=5=2>1x)=0,25x+5
|IPQ| =10 V17 LE
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sinm
8

tin sec

] 1 2 3

sinm

tinsec

c) Die Tangente geht durch den Punkt Q(2/9) und stellt die Durchschnittsgeschwindigkeit
dar.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit wird durch die erste Ableitung der Zeit — Ort — Funktion
beschrieben. Esistalso s(t) = v(t) =-2t+6=m

Sm=-2t+6="0-5@ _ S()=9 _ -2 +6t—
t—2 t—2 t—2

1. Aus s(1) = 5 folgt, dass der Radfahrer zum Zeitpunkt t = 1 Sekunde am Ort 5 m

S xi= 1; x2 = 3. Die gesuchte Ldsung ist x =
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abbrechen muss.

Aus v(1) = 4 folgt, dass der Radfahrer mit der Geschwindigkeit 4 m / s auf die Ampel

zufahrt.

1.4.1.

a) f'(x) = 18x° b) f(x) =8 c) fi(x) = 9x2 + 10x

d) f(x) =48x3—9x2 + 12 ) f(x) =0 f)f(x) = a2 =2

g) f(x) = =x h)F(x)=—2x%+ 2x2 = Zx6 + 122 i) f(x) = 0,5x08
j) f(x) = x°° f/(x) = 0,5x79° k) f(x) = 54x8 + 168x° — 32x3 — 64x

1) f(x) = 12x2 + 3 + 12x7? m) f(x) = 3ax® + 2bx + ¢

) fx) = o 0) ()= 72~ p) ) = 22—
1.4.3.

a) f“(x) = — cos(x) b) f“(x) = sin(x)

c) f(x) = 1 + tan?(x) d) f(x) = — sin(x) + cos(x)

e) f(x) = 1 + tan?(x) — cos(x) f) f“(x) = cos(x) + sin(x)

g) f(x) = 2 cos(x) h) f(x) = 3 (1 + tan?(x)) = 3 + 3 tan?(x)
i) f“(x) = —4 cos(x) — 12 sin(x) fi(x) = 4 sin(x) — 7 — 7 tan(x)

1.5.1.

a)

[- o0; - 2] f(X) monoton steigend
[-2; 4] f(x) monoton fallend

[4; o] f(X) monoton steigend

140



b)
[— oo; 0] f(X) monoton steigend

c)
[- o0; —2] f(x) monoton steigend
[—2; 4] f(x) monoton fallend

[4; oo] f(X) monoton steigend

d)

[- o0; - 4] f(X) monoton fallend
[- 4; 0] f(x) monoton steigend
[0; 2] f(X) monoton fallend

[2; oo] f(X) monoton steigend
e)

[— o0; - 4] f(X) monoton fallend
[-4; —2] monoton steigend
[-2; 1] monoton fallend

[1; co] monoton steigend

1.6.1.
a) T(0/4) b) H(1/6) c) S(0/6)

d) H(=0,82/3,27) T(0,82/—3,27) ) H(0/5) T(1,6/-5,24)

f) H(0/0) T1(=2/-16) T2(2/16) @) H(0/6) T(1/5) h) Hi(-1/-1) H2(1/1) T(0/-2)
i) T(0/-8)

1.7.1.

a) WP(2/2); R-L-K b) WP(2,67/7,7); R-L-K c) WP(=2/-13); L-R-K

d) WP(-1/~7,5); R-L-K &) WP ex. Nicht f) WP (=0,13/1,91); R-L-K
1.8.1.
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) = 0
Tim f)

X—00

lim f(x) =

b) »
lim f(x)

X—00

lim f(x) =

o
xX——

c)

lim f(x) =

lim f(x) =
d) .
lim f(x)

lim f(x) =

lim f(x) =

X—00

lim f(x) =

o0}
xX——

f)
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lim f(x) = o

X—00

Jim f(x) =- o

1.9.1.

a) Sx(—1,33/0); Sy(0/4)
c) Sx ex. nicht; Sy(0/-16)

e) Sx1(—3/0); Sx2(1/0); Sx3(4/0); Sy(0/12)

1.10.1.

a) Achsensymmetrisch zur y — Achse
c) keine Symmetrie vorhanden

e) Punktsymmetrisch zum Ursprung
g) Achsensymmetrisch zur y — Achse

i) Punktsymmetrisch zum Ursprung

1.13.

1)

b) Sx1(—1,5/0); Sx2(1,5/0); Sy(0/-9)

d) Sxa(=1/0); Sxa(1,67/0); Sy(0/-5)

b) Achsensymmetrisch zur y — Achse
d) Punktsymmetrisch zum Ursprung
f) keine Symmetrie vorhanden

h) keine Symmetrie vorhanden

a) Drei Stunden nach Beginn sind 31 Besucher auf dem Event.

b) Der erste Besucher tritt um 10:00 Uhr durch die Eingangstur. Der letzte Besucher verlasst

die Veranstaltung um 21:17.

c) Um 16:06 waren mit 44 Besuchern die meisten Gaste auf der Veranstaltung.

d)
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15 meiste Besucher

1 B\is ucher letzter Besucher
0 5 fo 15 ) (D P

2)

a) Am 140. Tag wurden 5471 Kisten verkauft.
b) An Tag 702 wurden die meisten Kisten verkauft.

c) Im Laufe des 333. Tages sind die Verkaufszahlen am gréf3ten.

3)

a) f(x) =—-0,021x2 + 1,5x + 1,75

b) Er flog 72,58 m weit > Nullstellen berechnen
c) Er wurde in einer Héhe von 1,75 m losgelassen

d) Nach 35,71 m erreichte der Diskus eine maximale Flughtéhe von 28,54 m
4)

a) Nach 20 Tagen ist die Blume 70 cm hoch.

b) Mms = [ (x)—f(x2) — f£(0)-£(20) — 0-70 B — 3’5 cm/ Tag

X1—2Xo 0-20 0-20 20

Die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit betragt 3,5 cm / Tag.

c) Wahrend des 16. Tages erreichte die Wachstumsgeschwindigkeit ihr Maximum.
d) f(5) =-0,015+52 + 0,55 + 0,5 = 2,625

Also: f(x) =—-0,015x2 + 0,5x — 2,13 =0

X1=15; X2 = 28,32
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Also ist die Verbreitungsgeschwindigkeit im Verlauf des 28. Tages genauso grof3.

5)
a) f(3) = 651,5. Drei Monate nach Einfuhrung werden 651 Sportgerate verkauft.

b) f(x) =2,4x>-60x +300=0]:2,4

X?2-25x+125=0

X1=6,91; x2 = 18,09

f“(x) = 4,8x — 25

f“(6,91) <0 > HP

f“(18,09) >0 >TP

f(18,09) = 904,51

TP(6,91/904,51). Am Anfang des 18. Monats ist der Verkauf am geringsten.

6)

a) Wahrend des 16. Tages miussen weniger Vorrate gekauft werden.
b) Im Verlauf des 8. Tages ist der Gewinn am Grof3ten.

c) Nach 2 Wochen betragt die Temperatur 29,87 °C.

d) Die Temperatur steigt um 1,58 °C.

e) Der durchschnittliche Temperaturanstieg betragt 1,62 °C.

f) Im Intervall [8,6; 27,9] ist die Funktion monoton fallend. Daher fallt sie auch zwischen dem
10. Und 20. Tag.

g) Wahrend der 27. Tages steigt der Umsatz wieder an.
h) Zwischen dem 2. Und 21. Und zwischen dem 36. Und 43. Tag macht Giovanni Gewinn.

7
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a)

b) Der Berg ist ca. 227 m hoch.
c) Der See misst eine Tiefe von 180 m.
d) Auf NN betragt der Durchmesser des Berges 400 m.

8)
a) f(x) = 0,001x2 - 0,12x + 9,9

b) Da TP(60/6,3) ist, ist der Verbrauch bei einer Geschwindigkeit von 60 km/h mit 6,3 Litern

pro 100 km am geringsten.

c) Bei sehr geringen und hohen Geschwindigkeiten ist der Verbrauch am grof3ten.

9)
a) x1 =0,43; x2 = 5,27 - Bei 26 Minuten und 3 h 16 Minuten
b) 41,4 °C

c) Zwischen 2 Nullstellen liegt ein Extremum. Da eine Funktion 3. Grades héchstens 3

Nullstellen hat, kann es maximal 2 Extrema geben.

d) x = 1,57 - Nach 94 Minuten

1.15.
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1

a)

[ o0; - 0,25] f(X) monoton fallend
[—0,25; oo] f(X) monoton steigend
Sy(0/-6); Sx1(—1,5/0); Sx2(1/0)
TP(-0,25/-6,25)

keine Wendepunkte

keine einfache Symmetrie

lim f(x) = o

lim f(x) = o

X——00

b)

oo; 0o] f(X) monoton steigend
Sy(0/-9); Sx (1,65/0)
SP(0/-9)

keine Wendepunkte

keine einfache Symmetrie
lim f(x) = oo

X—00

Jim () = —eo
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c)

[- o0; - 0,73] f(X) monoton steigend
[-0,73; 0,23] f(x) monoton fallend
[0,23; oo] f(X) monoton steigend
Sy(0/1); Sxa(-1,29/0)
HP(-0,73/2,5)

TP(-0,23/0,75)

WP(-0,25/1,63)

keine einfache Symmetrie

lim f(x) = o

X— 00

Jim f(x) = —oo

d)

o0; 0] f(X) monoton fallend
0,4] f(x) monoton steigend
[0,4; o] f(X) monoton fallend
Sy(0/-10); Sx1(—1,09/0)
HP(0,4/-9,84)

TP(0/-10)

WP(0,2/-9,92)

keine einfache Symmetrie
i () =~

Jim Q) = oo
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e)

[- o0; - 0,5] f(X) monoton fallend 2
[-0,5; 0] f(x) monoton steigend

[0; 0,5] f(x) monoton fallend

[0,5; o] f(X) monoton steigend

Sy(0/0); Sx1(=0,71/0); Sx2(0/0); Sx3(0,71/0)

HP(0/0)

TP1(~0,5/0,38); TP2(0,5/-0,38) A
WP1(-0,29/-0,21); WP2(0,29/-0,21)

Symmetrie zur y — Achse

lim f(x) = o

X— 00

Jim Q) = oo
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f)

[- o0; - 0,27] f(X) monoton steigend

0,27; 0,27] f(x) monoton fallend

[0,27; o] f(X) monoton steigend

Sy(0/0); Sx1(—0,35/0); Sx2(0/0); Sx3(0,35/0)
HP(-0,27/0,004)

SP(0/0)

TP(0,27/-0,004)

WP1(-0,19/0,002); WP2(0,19/-0,002); WP3(0/0)
Symmetrie zum Ursprung

lim f(x) = oo

X—00

Jim () = —eo

9)

1.15.2.1
Viukas = 1,5 m/s VFranzi = 2m/s
1.15.6

1)

a) v(5) — v(0) = 5 m/s. Er ist nach 5 Sekunden um 5 m/s schneller als zu Beginn.

v(5) —v(0) _ 5m/s

b)

v(0) - 3m/s T3
Beginn.
C) v(5) —v(0) _ 5m/s

5-0 5s

d) vi(7) = a(7) = 0 m/s% Seine Beschleunigung ist zum Zeitpunkt t = 7 genau 0 m/s2.

2)

—20= lim (a-e """ T +b) = b=-20
t— e

W "
¥

25

0.5

= 1m/s* Er hat im Intervall [0,5] die mittlere Beschleunigung 1 m/s2.
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T(0)=a+1+b=22 >a=22-b=42.

b) T(t) = 42 + €002 _ 20 > T(t) = 42 » €000 « (—0,002) = —0,0084 » £70.00%
T*(120) = -0,066 °C/min

16.4.1.

a)
t 2 4 6 8 10
S 1 9 16 25

b) 400 = 0,25 * s > s = 20 Sekunden

_ _ s(20)=s(0) __ 100
¢) v(0;20) = 20-0 20 5
1.16.7.

1.
2.
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3.v= 46—72 - In dem Intervall betragt die mittlere Geschwindigkeit gm/s, es werden also pro
Sekunde g m zurlckgelegt.

2m/s

4.a= arya 0,4 m/s2 - In dem Intervall wird die Geschwindigkeit pro Sekunde

durchschnittlich um 0,4 m / s groR3er, die mittlere Beschleunigung betragt also 0,4 m / s2
5.v=9.81t
6.v=252km/h

7.

a)v(t)=s(t)=9g-t
b) Die Geschwindigkeit v(t) = 30 km/h = 8,3 m/s erreicht ein Korper im freien Fall schon

nach ca. 0,85 s.

2.2.1.

1. f(x)=sin(x) + x cos(x) 2. f{(x) = 3x® cos(x) — x3 sin(x)

3. f(x) = cos?(x) — sin?(x) 4. fi(x) = 2 sin(x) + (2x + 3) cos(x)
5. f(x) =2 cos(x) - (2x + 3) sin(x) 6. F(X) = (cos(x) — sin(x)) * tan(x) + (sin(x) + cos(x)) * prren
. f'(x) = % 8. f'(x) = Si;g) + x cos(x)

9. f(x) =3x2(sin(x) + 2) + x3 cos(x) 10.  f(x) = tan(x) + x * g

11. f(x) = cos(x) tan(x) + Ty sin(x) 12 f(x)= 2\1/} s tan(x) + vVx ¢ Cosi(x)
13. f(x) = cos(x) + sin(x) 14, f(x)=eX+*x®+eXe2x

15. f(x)=eXe(x+2)+eX-2 16. f(x) =1+ In(x)

17. f(x) = i sin(x) + In(x) * cos(x) 18.  f(x) = -2 sin(x) * cos(x)

19. f(x)=—=e e* +x * & 20.  fY(x) = 2x * sin(x) + x2 « cos(x)

2vx

21. F(x)=(2x—1)sin(x) + (@-x+2)+cos(x) 22, f(x)= e+ cos(x)— e*+ sin(x)
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2x%+4x 2. ‘ 20
“(x) = fi(x) = ———
FX) = g 0=~ 2y
oy — 6 4. () — 8% —28
Fix) = (3x—1)2 Fx) (2x—-4)°
‘ 10x — 30 6. . sin®(x)
fi(x) = =
(x) = f'(x) w05 (0) + 1 bzw. 0500
weil: sin?(x) + cos?(x) = 1
ooy —2/x—x70 8. iy o X (Bsin() - x cos(x))
0= () Sin?(0)
F(X) = (x*+4)- sinz(x) +22x - cos(x) 10. F(x) = 4- gx +x - 12)
(x“+4) (x* + 2x+2)
() = _ ) -1 _ -1 12. . 1 ) sin(x)—vx -cos(x) _
) =-05-x2 Zx% Fx) = 2 Vx -sin?(x) B
sin(x) — 2x cos(x)
2 -/x - sin?(x)
oy — —in(x) —2 14. Vx+ 4
fi(X) = ——=— “(X) = ————
TS )= wr oy
f(x) = (x —30)* - (x +2) - (7x — 50) 16. F(x) = 2x*+4x3-6x>
(x* +x)?
f‘(X) - (—8x3 +1)-sin(2x) — 12x2 - cos(2x) 18. \/} _(x+2)2_ (x—3) (% +2 \/E (x+2))
(4x3 - 0,5)2 f(x) =
x - (x+2)4
2.4.1.
1. fi(x)=4(2x +4) = 8x + 16 2.  f(x)=6x(6 + x*)?
3. fi(x) =4(-3-12x2) - (2 - 3x - 4x3)3 4. f(x) =2 - cos(2x)
5. f{(x) = —6x - sin(3x3) 6. f(x)=(1+tan%(4x3)) - 12x2 = 12x2
+ 12x2 - tan?(4xq)
7. f‘(X) =3- COS(SX - 7) 8. f‘(X) - _ sin(In(x))
X
9. F(x) = 3x* _ 3Vx 10. f(x) = —(4x + 3) - sin(2x2 + 3x — 5)
NEY-R)
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11. f{(x) = —2cos(x) - sin(x)

13.  f(x)=e* - 3x?

15 f(x)=-2(5- 9x)7s

17. f(x)=0,5- cos(x)_% - sin(x)

19. fi(x) = 2 - cos(x) + sin(x) - (=sin(x)

+ cos(x))

2.5.1.
a) |D = R\ {0,5} b) ID = R\ {0;3}
d) ID =R\ {-2; 2} e) ID=R
g) ID = R\ {~4;2;5} h)) ID=R

2.6.1.

a)ya=0 b)ya=1

2.7.3.

a) Sx(0/0); S(0/0)

d) Sxi1(=2/0); Sxa(~3/0); S(0/6)

g) Sx(0/0); Sy(0/0)

2.8.3.
a) keine Symmetrie
d) keine Symmetrie

g) keine Symmetrie

C)ya=1 d)ya=0

14.

16.

18.

f{(x) = —cos(x) - sin((sin(x))
9=

fi(x) =4 - cos(m + 4x)
fi(x) = 3 - cos(3x) — 4 - sin(4x)

f'(x) = "™ - cos(x)

c)ID=R
f)ID=R\{-2;1;3}

)ID=R

e)ya=05 fya=2 g)Ya=Xx+3

b) Sx(=5/0): Sy(0/—2,5) c) Sx(6/0); Sy(0/2)

€) Sxi(=6/0); Sx2(1/0): Sy(0/~12) f) kein Sx; Sy(0/1,48)

h) Sx(1,8/0); Sy(0/~1,22) i) Sx(3/0); Sy(0/-9)

b) Punktsymmetrie
e) Punktsymmetrie

h) Achsensymmetrie

c) Achsensymmetrie
f) keine Symmetrie

i) Achsensymmetrie
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2.9.1.

a) lim f(x)=0  lim f(x)=0 b) lim fx) =1 lim f(x) =1
¢) lim f(x) = 0 lim f(x)=-c0 d)lim f(x)=-5 lim f(x)=-5
e) lim f(x) = oo lim f(x)=-c0 f)limf(x)=c0  lim f(x)=o0

DumfE=co InfE=-e hlinfe=ce lnjfe=e

2.10.1.

a) HP(=1,22 / 0,92): TP(1,22 / — 0,92) b) TP(0 /-2)

c) TP(2/8) d) HP(-2 / -4); TP(2/ 4)
e) keine Extrema f) HP(0 / -0,5)

g) TP(-1,59/1,89) h) keine Extrema

i) HP(1/0,2)

2.11.1.

a) Sattelpunkt bei (0 / 0) b) kein Wendepunkt

c) kein Wendepunkt d) kein Wendepunkt

e) kein Wendepunkt f) WP1( \E /2); WP(— |=/2)
g) WP(2/0) h) WP(1,6 / -0,64)

W o _ e3%(3x-1)

i) f(x) =

2.12.1.
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a) Pol bei 3 b) Pol bei 8; Licke bei 2 c) Pol bei 3
d) Pol bei 4; Lucke bei 2 e) Pol bei 5; Lucke bei 2 f) Pol bei 1; Liicke bei -2

g) Pol bei 3; Lucke bei4und 5 h) Pol bei =5 und 3

2.13.1

2.15.
a) |[D =R\ {+,0,5}
Pol bei +4/0,5

Sy(0/0); Sx(0/0)

Punktsymmetrie
‘ — _2x4+3x2 1] — 4x3+6x
Fo) = (1-2x2)? () = (1-2x2)?

TP(1,22/-0,92) HP(-1,22/0,92)
Wendepunkt: Sattelpunkt bei (0/0)

yA = —0,5x%

T e eSS AU gy
’
’
I I T T T T TN T YTy~ |
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b) ID = |R\ {£3}

Pol bei +3

Sy(0/— g); Sxi(v2/0) ; Sxa(—v2/0)

Achsensymmetrie

ooy l4x s —422-126

=gy 0=y
2

TP(O/—;)

Kein Wendepunkt vorhanden

yA:—l
I |
8 5 4 E 2 """E-"U"" 2 E 4 8 ]
c) ID =R\ {1}
Pol bei 1
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Sy(0/0); Sx(0/0)

Keine Symmetrie vorhanden

2x3-5x%2—4x—4 2x3—6x2+6x+4
F(x) = F(x) =

(x-1)* (x-1)°

TP(2/8)

Kein Wendepunkt vorhanden

ya = X2 —X
- :
\ '
|| 144 :
: :
% 12 |
\ 1
' 1
' '
\ 104 '
1 '
1 '
' '
Woet
\ '
\ 1
Woed
\ 1
\ 1
\ )
\ 44 '
\ '
\ '
\ )
\ '
\ '
\ '
A '
\ 1,
4 2 T2 4
)
'
241!
'
)
'
]
-4+ 1
)
'
1
-8 '
'
)
'
s |t
'
1
d) |D = |R\{0}
Pol bei 0

Sy nicht vorhanden; Sx nicht vorhanden

Punktsymmetrie
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TP(2/42); HP(-2/-4)
Kein Wendepunkt vorhanden

yA = X

e) D =|R\{1}

Pol bei 0
Sy(0/0); Sx(0/0)

Keine Symmetrie

oo —4x—4 . 8x+16
f(X) - (x_1)3 f (X) - (x_1)4-
TP(-1/-1)
WP(-2/-9)

yA=O
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I\)-I
&1

&
A
N
o
B

f)|ID=|R\{-1;1}
Pol bei - 1; Lucke bei 1
Sy(0/1); Sx nicht vorhanden

Keine Symmetrie

_2
(x-1)°

Fx) = oy

f“(x) =
Keine Extrema vorhanden
Keine Wendepunkte vorhanden

yA:0

o1

LR
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2

[ A T A ———
L 1 - / 1 i T

g9)ID=|R
kein Pol vorhanden
Sy(0/- 0,5); Sx nicht vorhanden

Achsensymmetrie

_ 2_
FX) = e F(x) = 2
(2+4x%) (2+4x7)
HP(0/-0,5)

WP1( |~/ 2); WP(- \/%/— )

yA:0
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-0.51

h) D =R\ {2}
kein Pol vorhanden
Sy(0/ 0,5); Sx nicht vorhanden

Keine Symmetrie vorhanden

-4 . 12
2y | X =y

f(x) =

Keine Extrema vorhanden
Keine Wendepunkte vorhanden

yA:0

n
N

i) D =R\ {0}
Pol bei O

Sy(0/0); Sx(2/0)

e R

&1
o
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Keine Symmetrie vorhanden
TP(-1,59/1,89)
WP(2/0)

yA = 0,25x2

(¥
N

3.1

a)

Schritt Xn f(xn) f'(xn) Rt
0 1,000 -11,00000 -15,00000 0,26667
1 0,26667 -6,78508 -2,86252 -2,10365
2 -2,10365 114,59380 -283,48028 -1,69941
3 -1,69941 36,71260 -119,44466 -1,39205
4 -1,39205 11,16056 -53,51322 -1,18350
5 -1,18350 2,85835 -28,22583 -1,08223
6 -1,08223 0,43281 -20,06264 -1,06066
7 -1,06066 0,01585 -18,60908 -1,05980

b)

Schritt XN f(xn) f(xn) R = g
0 1,000 -1,00000 -18,00000 0,94444
1 0,94444 -0,06781 -15,61429 0,94010
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2 0,94010 -0,00038 -15,44156 0,94008
3 0,94008 0,00000 -15,44060 0,94008
4 0,94008 0,00000 -15,44060 0,94008

c)

Schritt Xn f(xn) f(xn) e = e FE
0 1,000 -6,00000 -15,00000 0,60000
1 0,60000 -1,31200 -8,76000 0,45023
2 0,45023 -0,14133 -6,91760 0,42980
3 0,42980 -0,00236 -6,68715 0,42944
4 0,42944 0,00000 -6,68320 0,42944

d)

Schritt Xn f(xn) f'(xn) e == FE)
0 1,000 -4,00000 -19,00000 0,78947
1 0,78947 -0,92579 -10,80804 0,70382
2 0,70382 -0,10607 -8,40886 0,69120
3 0,69120 -0,00200 -8,09354 0,69095
4 0,69095 0,00000 -8,08746 0,69095
5 0,69095 0,00000 -8,08746 0,69095

e)

Schritt XN f(xn) f(xn) mern = = ST
0 1,000 -3,00000 -11,00000 0,72727
1 0,72727 -0,51943 -7,44778 0,65753
2 0,65753 -0,02420 -6,76724 0,65395
3 0,65395 -0,00006 -6,73448 0,65394

f)

Schritt XN f(xn) f(xn)
0 2,000 -119,00000 -263,00000 1,54753
1 1,54753 -41,28645 -100,30321 1,13591
2 1,13591 -15,72219 -33,44292 0,66579
3 0,66579 -7,53684 -7,27554 -0,37012
4 -0,37012 -3,63040 -4,84369 -1,11963
5 -1,11963 7,69795 -36,33262 -0,90776
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6 -0,90776 1,89249 -19,94496 -0,81287
7 -0,81287 0,23833 -15,13943 -0,79713
8 -0,79713 0,00537 -14,46309 -0,79676
9 -0,79676 0,00000 -14,44753 -0,79676
9)
Schritt Xn f(xn) f'(xn) — RS
0 1,000 -11,00000 -16,00000 0,31250
1 0,31250 -6,22842 -3,85008 -1,30524
2 -1,30524 9,36228 -42,42517 -1,08456
3 -1,08456 2,56434 -21,22538 -0,96375
4 -0,96375 0,45406 -14,15377 -0,93166
5 -0,93166 0,02379 -12,69735 -0,92979
6 -0,92979 0,00008 -12,61718 -0,92979
7 -0,92979 0,00000 -12,61693 -0,92979
h)
Schritt Xn f(xn) f'(xn) =~ Feas
0 1,000 2,00000 16,00000 0,87500
1 0,87500 0,54773 7,81738 0,80493
2 0,80493 0,11706 4,62429 0,77962
3 0,77962 0,01217 3,67999 0,77631
4 0,77631 0,00019 3,56421 0,77626
4.1.1.
1.
3, x13
a) F(x) = 5 X b) F(x) = 2x* c) F(x) = TS
x3  x?
d) F(x) = —x* e) F(x) = 3x HF) =5+
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g) F() = 3x° + 2

8 7
DFX) = -2+ 2 —x
5
m F(x) == — 2* + =

_ 4x3 2
p) F(X) = -+ 8x° + 16x

3

7x*

h) F(x) = x3 + 2x% + x "

7 6
)F =5 - 2+

2

K Fx) =% - %

9 8

5x10

80

)Fo)=—2+

_ 3x° 3 _ 1
n) F(x) = -+t 0,25x 0) F(x) = —=

X

1,5
1,5

Q) F0) =5 = 22° + 5 —Vax N F(0) =

2. Bilde eine Stammfunktion der trigopnometrischen Funktion

a) F(x) = - cos(x)

d) F(x) = 2« sin(x)

4.2.1.
1.

a)A=4FE
e)A=3733FE
i) A =56 FE

2,

a) A =-10,66 FE
d)A=3,33FE

3.
a) A=55cm?

b) F(x) = sin(x) c) F(x) = —4 » cos(x)

e) F(x) = sin(x) — cos(x) f) F(x) = 4 + sin(x)+cos(x)

b)A=25FE c)A=25FE d)A=9FE
fyA=57FE g)A=-533FE h)A=3533FE
i) A=19,09 FE
b) A=-533 FE c) A = 66,69 FE
e)A=-79FE

b) Ag = 100 cm 2 > Abfallmenge = 45 cm?
c) Der Abfall betragt 45 % einer ganzen Platte
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d) Nullstelle xo = 2,85. Am Hochpunkt ist die Platte f(2,85) = 8,24 cm hoch. Ein Rechteck
hatte daher die Mafl3e 10 x 8,24, wodurch sich eine Flache von 82,4 cm? ergabe. Der Abfall

lage hier bei nur noch 27,4 cm?2. Also ist der Abfall bei einer rechteckigen Platte geringer.

4.

A = 6,04 m2

4.3.1.

1.a) A=1357FE b) A = 20,42 FE c)A=77,38 FE
d) A =|-2,67| FE e)A=25FE f) A =46 FE
g)A=17,59 FE h) A=74,17 FE

2. A=20FE

3.A=[(sin(x))dx =2FE A= [ (cos(x))dx =2 FE

4.4.1.

1.

a) A=5,33FE b) A=6,75 FE c)A=192FE dA=45FE
2.

a) g(x) = 0,04x2

b) S1(-13,69/12,5); S2(13,69/12,5)

c) Nullstelle von e(x) berechnen - x1 =-22,36; x2 = 22,36. Nur x1 ist relevant
Nullstelle von f(x) berechnen 2 x1 = —19,36; x2 = 19,36. Nur x1 ist relevant

A= (e()dx— [°, . (F(x))dx = 290,45 — 186,34 = 104,11 cm?

3.
a)yi(x) =—x2-0,5x+ 1,5
b) A=2-(|[7, (¥ +0,5x — 1,5)dx| + [°(x? + 0,5x — 1,5)dx) = 5,2+ 0,7 =59 FE
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45.1.

1.

a) V = 1.943,39 VE b) V = 75,4 VE

d) V = 32,99 VE e)V =2.40,78 VE
g) V = 3.726,34 VE h) V = 941,63 VE
)V =421VE

2,

a)V =0,41 VE b) V = 122,55 VE

3.a)[1;2] V = 4,5 VE

4.

b) [0:6] V = 7328,71 VE
) [1,41;1,41]V=592VE d)[-1,0] V=0,52VE

c) V = 2.043,08 VE

f)V =8,51 VE

i)V =1169,52 VE

c)V=0,09 VE

a) f(10) = 6,32; g(10) =9 > Wandstarke =9 - 6,32 = 2,68 cm

b) Da die Funktion f die innere Begrenzung darstellt wird mit dieser gearbeitet.

d)V =2,36 VE

V=m - [7°(0,6x +3)2dx = - [,'(036x2 +3,6x + 9)dx = - = 2.513,27 cm®

=2,51327dm3=251

c¢) Fur den Glasverbrauch muss man zunachst die Differenzfunktion bestimmen.

h(x)=2-vVx—(0,6x+3)=2 - -+Vx—0,6x—3

Var - [P(2 - Vi- 0,6x—3) dx = n - [2°(4x — 24xvx + 9)dx =

5.

a)f(x)=ax*+bx+c;f'(x)=2ax+b

I a-42+b-4+c=2->16a+4b+1c=2
l:a-02+b-0+c=3-> c=3
:2-a-0+b=0 > b =0

- =713,64 cm?®
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. 1
b,cinl>a=—-—
16

f(x) = ——x2 +3

4 1 2 4 (1 3 144 144
b) - f_4(—gx2+3) dx=m - f_4(ﬁx4—§x2+9)dx=---=?—(—T)=

180,96 dm3 = 1811

6.
a)V(5)=125mTcm?

b)42=7 - [J(Vx)'dx= 7 - [yxdx= 7 [Z]”

2 2
22,

T 2
8_4=b2

s

bi2=4+517 2> b=5,17cm

7.

2

a)V=r - [°(Z-+4) di= 1 [°(Zh—+ 22 +16) dx = 4042,36 cm®

8.

a) A(3/0); M(0/2); f(x) =ax*+ bx + c; f(x) =2ax + b
I a-02+b-0+c=2-> c=2

II: a-32+b-3+c=0->9a+3b+1c=0
:2-a-0+b =0~> b =0

2

b,cinll%a:—g
f(x) = —0,2x2 + 2; g(x) = 2x2 - 2; g ist spiegelbildlich zu f
b) V = Vschmuck — Vkugel = 2 - |7t - f_33f(x)2dx |+ 4|7 - f34f(x)2dx| — g-n crimitr=1

cm

c)V=2-3252-w- g'ﬂ+4'ﬂ'41,67:230,39'7T:723,780m3
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05

o 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

b)
3 3 3 2
h=f-g=—=x2+ —x+2—(——x2+—x+1,9)= ——x24+ —2x+0,1;
70 10 350 110
1 13 5673
hz = x* — x3 x? x —
122500 19250 + 423500 + + 100
1 13 1891 13
V=r - f * R2dx =| x> — x* + x3 + x2+—x| > = 0,621 cm?
612500 77000 423500 1100 100

C) VMaterial = 0,62 Tcm®* = 0,62 T * 10 m3
> m =800 kg/m3-062n-10—6m3=1 558 » 10—3kg:1,558g

__2 2 _ 1 4_i 3_1799 2 ﬁ
d) V=m - f 5 + x+19) dx=m- f 5 Xt e ———x+x
= xS — ot - 23 4 22 4 3 |45—1,691'rcm3

3125 275 45375 55 100

e) Man muss zunachst das Maximum von f bestimmen.
HP1(3,5/ 2,53). Die Mal3e sind daher 5,06 cm x 5,06 cm x 4,5 cm
fir=1(4,5)-9(4,5)=248-191>A=0,572- 7 =1,02 cm?
4.6.1.
a)ld44mr = m f (4x)%dx=m f (16x*)dx = m - [16 3] =7 - §b3

144 = - b |
16

144= 2p3 |
3 3
b3=27|Y

+22dx

100
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b=3

b) 61073 =7 - [ (2x®)%dx = 1 - [y (4xdx = m - [2x5]D = m - 1p5

610,78 =m- b5 | : T

194,401 =2p5|: 2
5 5

243=b5 |V
b=3

c)3927=m - fob(0,25x2)2dx =7 - fob (11—6x4) dx = m - [S—IOxS]g = - %bg‘

3927 =m-—=b5|:m
80

1250 = — b5 | : =
80 80

100.000=b5 |V
b=10

_ b _ b _ . b
d)2im=nr - [[(x+1D?dx=m - [[(x* +2x+Ddx == [§x3+x2+x]0
21m=m - (;b3+b2+b)|:m
21=2b3+b2+b |-21

bP+b2+b-21=0
b=3

e)8,39=m - fob(Zx —2)2%dx=m - fob(4x2 —8x+4)dx = m - Ex3 —4x% + 4x]g
839 =1 - (7b%—4b2+4b)|:m
2,67= =b*—4b?+4b|-18,33

4
§b3—4b2+4b—2,67= 0
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b=2
f) 11,087 =7 - [(5x +0,5)%dx = m - [ (25x2 + 5x + 0,25)dx

_ . 25x3 2 b .
= - [E-+ 252 +0,25x]0 |7

25b3

11,08 = -t 2,5b +0,25b | - 11,08

25b3
3

b=1

+2,5b* +0,25b — 11,08 = 0

4.7.

1.

a) f(x) = g(x) > x2—6x + 10 = —x + 10 - Nullstellen: x1 = 0; x2 = 5.

h(x) = f(X) — g(x) = x2- 6x + 10 — (—x + 10) = x2- 6x + 10 + x — 10 = x2 - 5x

A= [SR()dx| = |5 (62 — 5x)dx | = ["; - 2,5x2] g = | — 20,83| = 20,83 dm?

b) Preis = 100 * 2 * 20,83 * 2,10€/dm? = 8.748,60 €

2. Das Intervall ist [3; 7]. Das lasst sich am Graphen ablesen.

7

3
A= [](-x% +10x — 16)dx = -Z 4+ 5x2 — 16x ;

= 2 — (-12) = 30,67 m?

3. f(x) = g(x) = -0,5x2 + 5 = x* — 4x2 - 1-> Mit geogebra erhalt man die
Nullstellen: x1 = —2,18; x2 = 2,18.
h(x) =f(x) —g(x) =-0,5x2+5 — (x* —4x2-1) =-0,56x2+ 5 - x* + 4x2+ 1 = —x* + 3,5x2 + 6

A=[20 h@dx = [0 (~x* +35x2 + 6)dx = [~ +22 1 6x| %0 = 30,64 dme
= 0,3064 m?
.

5
a) Anzahl = [['(-x* + 40x® — 200x? + 1000x + 1)dx = |—Z + 10x* = Z2x% + 500x + x| 8

= 15.010 - Es gibt 15.010 Bakterien
b) Anzahl == - [ f(x)dx = 3187,13 Bakterien
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c¢) Durchschnittlich %-fzsf(x)dx = 2043,6 Bakterien

5.
a) [ f(x)dx = 233,24
Menge im Tank = 20.000 + 233,24 + 10 = 2332,4 |

b) Bestimme das Maximum von f(x). f ‘(x) = 0 > x1 = 0; x2 = 4,63; x3 = 10,37
Bei x = 4,63 liegt ein Hochpunkt vor. f(4,63) = 532,4
Nach 4,63 Minuten steigt die Benzinmenge mit 532,4 I/min am starksten an.

6.
a) y = ax2 + bx + c. A(-4/10); B(0/2); C(4/10).
l: a*(-4?+be-(-4)+c=10-> 16a-4b+1c=10
II: a*0*+b+0+c=2 > c=2
lll:a*42+b<4+c=10 > 16a+4b + 1c=10
Lose das LGS
16a+4b+ 1c=10
16a—4b+1c=10 |+ (-1)

c=2

16a+4b + 1c =10
8b =0->b=0

b,cinl:16a+4-0+2=10...2a=05=2>1fx)=0,5x2+ 2

b)V=m- 0522 +2)%dx = m- [*,(0,25x* + 2% + D) = - [2ZE 4 2 4 gy ¢

+T+4X _4

- (ﬂ _ (_@)) = 219,73 = 690,13 cm?
15 15

c) V =690,13 cm? in einem Zylinder. Der Radius des Zylinders betragt 4 cm.
Vz=m-r?-h|:m 7?2

h=-L =8%13 _1373cm

T2 42

7.

A = Flache des Rechtecks + Flache unter der Schrage
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0,2x3
3

A=24+15+ [7(0,2x% — 2x +4,95)dx = 3,6 + 22— — 122 + 4,95x] ig

=36+(81-54)=3,6+2,7=6,3m?

9.

a) Je groRRer der Faktor a gewahlt wird, desto weiter entfernt sich der Graph von g von dem
von h und der Flacheninhalt wird groRer.

b) Das Schmuckstuck ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Die Flache rechts und links der
y — Achse sind also gleich grof3. Diese gleich grof3en Flachen haben jedoch
entgegengesetzte Vorzeichen, wodurch sie sich ,aufheben®.

c)

3=2- [ dx)dx |:2

1
1,5 = fd(x)dx
0

Bilde die Differenzfunktion von h(x) und g(x) = d(x) = h(x) — g(x)

40 =5 = Sx—fa - (5x° = $x )1 =5 = Sx = [(Gox’ = Sax )
=3x8 - 2x - Zax® + Zax
9 9" 9 9

Bilde die Stammfunktion

D(X) = —x* — —x% — Zaxt + S ax?
36 18 36 18
D) ==-14— 2.12- 2144 2q12=-24 2
36 18 36 18 9 9
D(0) = 0

Da 15 = f, d(x)dxistD(1)-D(0) =15 > -2+ Za=15 | +=

2 31 , .2
fa=2|:2
9 18 ' "9

a=—
4

10.

a) F = [7°(2,5t2 — 50t + 12500)dt = - = 246.666,6 t
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b) Die Emission von Feinstaub betrug von 1990 bis 2010 insgesamt 246.666,6 t

12.

a) Berechne das Extremum von Fo.
f(12)=0

f“(12) < 0 > Maximum.

f(12) = 12.500

Fomax = 12.500 N

b) 1) Hier handelt es sich um eine lineare Funktion ->y=mx + b
Man kann die Punkte (0/0) und (4/5.000) ablesen.

27 _ 3990 _ 1250 = Fi(x) = 1250x

Ax 4
2)W = f) 1250xdx + [, (=222 + 3750x — 10000) dx = 40.000 + (97.198,3 - 222

8
W =123.865,05 N

m=

12.

a) Berechne die Steigung der Wand. Dies entspricht der Steigung an den Nullstellen.
X1=3,5; x2=-3,5
(3,5) = 3,43 - tan}(3,43) = 72,59°

b) A = f_3'355(0,015x4 —3)dx = -~ =-8,92 — (-8,92) = 17,84 m?

Durchflussenge = 17,84m2 * 1,2m/s = 21,41 m3/s
Pro Sekunde flieRen 21,66 m3 durch den Kanal.

13.

a) Aus der Angabe 10 m breit und 25 m hoch lassen sich die Punkte A(0/0); B(5(25) und
C(10/5) ableiten. Esisty = ax2+ bx + ¢

I a*02+b*0+c=0-> c=0

II: a*52+b*5+c=25->25a+5b+1c=25

lll: a*102+b*10+c=5->100a+10b+ 1c=5

Lose das LGS

100a + 10b + 1c = 25
25a+5b +1c=25]|*(-4)

c=0
25a+5b+1c=0
50a +2c =50

c=0

cinll: 50a+2*0=50]|:50
a=1
a, cinl:
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25*1+5b+1*0=0]-25
S5b=-25|:5
b=-5

f(x) =—x2+ 10x > A =83,34 m?
b) Preis = 79,33 €

14.y = ax2 + bx + ¢; A(0/0); B(20/0); C(10/30)
a*0*+b0+c=0 > c=0
a*20*+b20+c=0 >400a+20b+c=0
a*10*+b+10+c=30-> 100a+ 10b +c =30
Lose das LGS

I: 400a+20b+1c=0

II: 100a +10b+1c=30 |+ (—4)

[ c=0

I: 400a+20b+1c=0

Il —20b—-3c=-120

1 c=0

cinll: =20b-3+0=-120>b=6
b,cinl:400a+206+0=0->a=-0,3

= f(x) =-0,3x2 + 6x und g(x) = -0,3x? + 6x >
A=2+[*(-03x% + 6x)dx = ... = 2 + 400 = 800 cm? = 8 dm? = 0,08 m?

15.

a)V=38e72=42cm3

b) Zugrundeliegende Funktion: y = ax2 + bx + ¢ bzw. f(x) = 2ax + b wegen Maximum.
Punkte A(7/3); S(17,5/9).

I: ae72+be*7+c=3 2> 49a+ 7b+1c=3
I: a*17,52+b*175+c=9 > 306,25a+ 17,5b+1c =9
:2+175+a+b=0 > 35a+1b=0

Lose das LGS:
306,25a+ 17,5b+1c=9 |1
49a +7b +1c=3 |- (-1)

35a +1b =0
306,25a+ 17,5b+1c =9
257,25a + 10,5b =6 |1
35a + 1b =0 |+ (-10,5)
306,25a+ 17,5b+1c =9
257,25a + 10,5b =6
-110,25a =6 > a=-0,054

ainll: 257,25a+ 10,5+ (- 0,054) =6 > b=1,9

176



a,binl: 306,25 (-0,054)+17519=c=9 > c=-7,667
= f(x) =-0,054x2 + 1,9x — 7,667

C) Ages = 21 cm2 + [/ fdx = 21 + 73,82 cm? = 94,82 cm?

d) Aplatte = 2 * 20 » 10 = 400 cm?2 - Verschnittabsolut = 400 — 115,82 = 284,18 cm?;
Verschnittrelativ = 71 %

16.

a) HP(3,2/6,9) > d=13,8cm; TP(11,47/1,75) > d=3,5cm

b) U=43,35cm

c) F(x) ist die Stammfunktion!

d) V =908.52 cm3=10,908 |

e) Vo = 3038.000 mm3; Vk = 4,5 1 mm3 - VFuiraum = 3038 cm3 — 908,52 cm? = 2129,48 cm?3
Anzahl = 1486 Stiick

5.1
1. a) Zugrundeliegende Funktion: y = ax?2+ bx + c. A(3/7) > x=3;y=7
Nullstellen x1 =5 = x =5;y = 0; Nullstelle x2=-2 > x=-2;y=0
I: a+*32+b*3+c=7>9a+3b+1c=7
II: a*52+be5+c=0->25a+5b+1c=0
l:a+(-2)2+be+(-2)+c=0>4a-2b+1c=0
Lose das LGS:
25a+5b+1c=0|*9 |« 4
9a+3b+1c=7 | (-25)
4a-2b+1c=0 | « (-25)
25a+5b+1c=0
- 30b — 16¢ = -175 |7

70b—21c =0 |+3
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25a+5b+1c=0
-30b — 16¢ = -175
-175¢ =1225|:(-175) > c=7
cinll: -30b—-167=175>b=-2,1
b,cinl: 25a+5+(-21)+7=0->a=0,7

Koeffizienten:a=—~ b=-—2 c=-7

10 T 10
=72 _ —
f(x) = X 2,1x—-7
b) Schnittpunkte mit der x — Achse: Px1(5/0) Pxz(— 2/0)

Schnittpunkt mit der y — Achse: Py(0/- 7)

. @) Zugrundeliegende Funktion: y = ax? + bx + ¢. A(8/3,1) > x=8;y = 3,1,
B(-2/0,95) > x=-2;y=0,95; S(2,7/-7) > x=2,7,y =7
I: a+8+be8+c=31>64a+8b+1c=3,1
Il: a*(-2)2+be+(-2)+c=0,95>4a-2b+1c=0,95
l:a*2,72+b+27+c=-7> 7,29+ 2,7b+1c=-7
64a+8b+1c=3,1 |1 | 7,29
4da-2b+1c=0,95 |-+ (-16)
7,29a+2,7b+1c=-7 | » (—64)
64a+8b+1c=3,1

40b — 15¢c =-12,1 | « 114,48

—-114,48b -56,71c = 470,559 | » 40

64a+8b+ 1c=3,1
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40b — 15¢ =-12,1

~3985,6¢ = 17437,152 > ¢ = — %

cinll: 40b-15+(- =9 =-121>b=-22

529

b,cinll: 64a+8 (- ) —15-(—%);12,1961:5—0

139

.. 50 1028 1247
Koeffizientenna=— b=-— c=—-—
139 529 285

50 1028 1247

f(X) = —x* ——x - —

139 529 285

b) Schnittpunkte mit der x — Achse: Px1(7,112/0) Px2(—7,1/0)

Schnittpunkt mit der y — Achse: Py(0/- %)

3. a)) Zugrundeliegende Funktion: y = ax? + bx + c¢. A(8/3,1) > x=8;y = 3,1;
B(-2/0,95) > x=-2;y=0,95; S(2,7/-7) > x=2,7;y =7
I a*8+b+8+c=3,1>64a+8b+1c=3,1
II: a*(-22+be*(-2)+c=0,95>4a-2b+1c=0,95
ll:a*2,72+b+27+c=-7> 7,29 +2,7b+1c=-7

f(x) = 0,75x2-5,5x+6,75
b) Sy(0/6,75) Sxi(1,56/0) Sx1(5,77/0)

4. a)f(x) = —x?- Zx-

b) Sy(0/—6,969) Sxi(4,715/0) Sx(—3,638/0)

5. f(x) = 0,5x3 - 4,5x% + 7,5x 6. f(x) = =x>+ 5x3 + 20x
7.fx)=x*-4x3+1 8. f(x) = x* - 6x3+ 12x% - 8x
6.2.

1.1:A=1+b > zu maximierend :U=1+2b>40=1+2b|-2b

|=40—-2b > 1in A: A = (40 — 2b) * b = 40b — 2b? | bilde A’
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A‘(b) = 40 — 4b | setze A'(b) = 0
40-2b=0- b =10m
binl:1=40—-2+10=20m 9 A = 200m?

2.1:V=a%+x l:b=a+2x—>x=10cm;
3. 1:0 = 2MMr? + 2INrh - zu minimierend I: V=TIr*h > 4 =rh | : MNr2
Umrechnen: 41 = 4dm3 = 4000cm?3
4000
h= r’m
hin O = 0 =2Mk + 2Mr « =22 = 2Mr + M+ 22 = 2Mr2 + 1M + 8000 * r* | bilde O

O’ =4IMr-8000M *r?|setze O'=0

0 = 4Mr — 8000 « 2= 4TTr — 8000M * - |  r2

0 =4r*- 80000 |: M
0=4r3-8000 |+ 8000

8000 = 4r3 |: 4

2000 =13 |V
r=12,599 cm

rinh:h= 1::;):271 = 8,02 cm

-2 r=12,5992 cm; h = 8,02 cm

4. I:A=a b > zu maximierend l:U=50=2a+2b=50|-2b
50-2b=2a|:2>a=25-b

ain A:A=(25-Db)+ b =25b - b2| bilde A’

A‘(b) =25 —-2b | setze A'(b) =0

0=25-2b | +2b

2b =25 |:2

b=125cm

binaca=25-125=125cm

=2 a=125cm;b=12,5cm
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5.a) I: V = abc = ab? - zu maximierend II: Kantenlange =1 =4a + 8b | -4a
1-4a=8b|:8

1—4a
b=
8

1- 4a) a- 1-8a+16a® _ a—8a’+16a® _ ia _ a + a | bilde V¥(a)

64 - 64 64

binV:V(@)=a-(—

Vi@ =——2-2q+3-2g2=2_ 254 5,2 | setze Vi(a) = 0
64 64 64 64

i—Ea+48a2=0|

64 64

1-16a+48a2=0 |:48

L _la+a?=0>ar=+:a:=0.25
48 3 12

Setze beide Nullstellen in V*(a) ein
Vi(@)= 42

V“(E) < 0> Max - Daherist a1 = 1—12 der gesuchte Wert

1

) 1-4 - 1-—
ainb:b= 8“=

8

W | =

11
© |win
Il
w N
(ee]

Il
|
Il
|

1 1
2> a=—cm; b==cm
12 12

b) I: V=abc =a-+3a-*c=3a% - zu maximierend Il: 100 =4 « 3a + 4a + 4c = 16a + 4c | —16a
100-16a=4c|: 4

c=25-4a

cinV:V =3a%+ (25 -4a) = 75a% — 12a3 | bilde V‘(a)
Vi(a) = 150a — 36a* | setze V'(a) =0

0 = 150a — 36a2 | klammere a aus
a*(150-36a)=0 > a=0cm

150 -36a=0| + 36a

150 = 36a | : 36

a=4,17 cm

ainc:c=25-4+417=8,32cm

2> a=4,17cm;c=28,32cm
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a)V= énrzh; s2=h2+r2> Mits=3folgt: r2=32-h2=9 - h2in V: V(h) = gn(9 — h®)h
b) V =2m(9 —h?) e h=Zmh(9 — h?) = Zwh — 7h* | bilde V'(h)

Vi(h) = 3m — Zmh? | setze V'(h) =0

0 = 3w — mh? | + mh?
wh? = 31 |: 7
h2=3 |V
hi2 = +1,732

h=1,732inrxr2=9-1,7322=6 cm
2> h=1732m;r=6m

7.
a) V= zx?h; 02 = X2 + X2 = 22> h2+(§)2=s2 Mit s = 5m folgt: h2+d£=52:h2+27’62=52
Lose h2+Zsz= 5% nach x2 auf, um inV:V:§x2h einzusetzen.
hz+ 2 =52 |- h2
4
To57-p2 |e2
X?=2+57-2h? =2« 25— 2h2 = 50 — 2h?

> V(h) =3(50 — 21?) « h=2(50 — 2h?)= 22— 2L =2 _ 243 | bilde V'(h)
Vih) =2 —3-2h*= 22— 2h* | setze V'(h) = 0
0=2—2h? | + 2h2
50
2h2:? |2
hz=2 IV

6
hi2 = i\/%o =4+2887cm—>h=2,887cm
Aus x2 = 50 — 2h2 folgt x = /50 — 2h?
> setze h = 2,887 in x ein: x = /50 — 2 » 2,887% = 5,773 cm
2> h=2,887cm; x=5,773cm

8.

LO=2-m-r*+ 2 m-r - h-> zuminimierend l:V=512=m - r* - h;
Lose 512 =m - r* - h nach h auf:

512=m - r* - h|:m - 1r?
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512 512

hinO:OM=2-nm-r*+2 w1 (5=2"n-1+2 -7 ()

TL"T'2
=2-m- 12 + 21 () | bilde O(r)
orn=4-m-r-2'm -(Snﬁr_z) | kiirze m

51

oOr=4-m-r-2-512r2=4-mw-r-2-

g
N

| setze O(r)=0

4-m-r-2-22 =0 |-p

2

4-m-13-2-512 | +1024
4-m-7r3=1024 |:4n

1024
B=— |3\/
41
31024
r= /—:4,33cm
41
. 512
rinh: h = -=8,67 cm
- 4,33

r=4,33 cm; h = 8,67 cm. Der Langsschnitt ist quadratisch

9.

a)l:V=a-+b x> zu maximierend [I: a =500 — 2x; b =400 — x

aundbin V: V(x) = (500 — 2x) * (400 — x) * x = (200.000 — 500x — 800x + 2x2) * x
= (200.000 — 1300x + 2x2) » x = 200.000x — 1300x2 + 2x3 | bilde V*(x)

V¥(x) = 200.000 -2600x + 6x2 | Vi(x) =0

200.000 -1300x + 6x2 =0 - x1 = 100; x2 = 333,33

V*(x) = -1300 + 12x

V*(100) < 0 > HP = x =100 mm

V(100) = 9.000.000 mm3 =9 |

a=500-2+100 =300 mm; b =400 - 100 =300 mm

b)f(x)=0,3+(x—1) (x—6)=0,3x2+2,1x +1,8

V=m - [(03x% +2,1x + 1,8)%dx

=7 [J(=xt+Txd + 22 4 2y + D)dx = .. = 123,04 7 = 386,54 mm? = 0,386,54dm?

=0,387 |
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10.

I: d =+/a? + b? I:2a+2b=8—>a=4-b

aind: /(4 —b)2+ b2 =16 —8b + b2 + b2 =+/16 — 8b — 2b* = (16 — 8b — 2b2)°5

Fur die Ableitung muss man die Kettenregel anwenden

i=16-8b+2b2>i'=-8+4b

d'=i+a'=(-8+4b)+05¢ (16 —8b + 2b?)0°

(—4 + 2b) + (16 — 8b + 2b?)05 | d' = 0

(—4 + 2b) * (16 — 8b + 2b2) 05 = 0

1 —
(-4 +2b) J16—8b+2b® 0

4+2b=0->b=2cm
binaia=4-2=2cm

D>a=2cm;b=2cm,d=2v2cm

| + /16 — 8b + 2b?

a=i% > a'=0,5i0%°

11.

llu=2a+2b l:a*b=25=>a=5cm;b=5cm; u=20cm

12.

I: V=nr?h + énr3 II: 2erh + 2mr? = 400 D r = %E h = 0; Die Blumenvase ist eine
Halbkugel

13.

l: A=sh+2- i - Th? l:s+2- % - 2rth=5=>h :%m; s = 0 m; Die Querschnittsflache

hat die Form eines Halbkreises.

e - Funktion

7.1,
a)
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b)
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2.

a)
i) f(x) = 2~ 1
ii) f(8) = 128; f(32) = 2.147.483.648  f(64) = 9,2 * 1018

b) f(10) = 37,9 f(54) = 751.896 f(88) = 1.573.572.519
c) Nach 14,2 Jahren
d) Bei 5,73 %

e)
i) f(8) = 0,195°C
i) Nach 5,64 Stunden betragt die Temperatur noch 1°C.

7.2

a)

8.2. Aufgaben zur schriftlichen Prifung
l.
1.

a) ID =R\ {-1}
b) keine Symmetrie vorhanden
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) Sx1(—4/0); Sx2(0/0), Sy(0/0)
d) a(x) = 0,25x? + 0,75x — 0,75
e) Mithilfe der Quotientenregel
f) TP(0/0)

9)

ey
=1

=1

-2

2.

a) ID =R\ {-2}

b) keine Symmetrie vorhanden

C) Sx1(—7,16/0); Sx2(—0,84/0); Sy(0/3)
d)a(x) =—x-10

e) Mithilfe der Quotientenregel

f) TP(-3,1/-1,8); HP(7,1 / -22,2)
g) WP ex nicht

h)xli_)moof = —oo; lim f = oo

X —>-0
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3.

a) ID =R\ {-2; 2}

b) keine Symmetrie vorhanden

) Sx1(—5,36/0); Sx2(3,36/0); Sy(0/4,5)
daix)=1

e) Mithilfe der Quotientenregel

f) TP(0,29/ 4,43)

g) WP(13,71 / 1,07)
h) Iim f =1; Ilim f =1
X — 00 X —> — 00
i)
' 8 :
] 1
[ ] ]
] 1
[ ] ]
] 1
! 6 l
[ ] ]
] 1
: C |
[ ] ]
] 1
1 4 1
] 1
[ ] ]
] 1
[ ] 1
] 1
! 2 l
5 ; °
1 1 -
5 L4 2 0 ] 4 6 10 12 14
i i
4.
a)ID=R
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b) keine
c) Sx(0/0); Sy(0/0)

4x?%-32 -8x3 + 192x

d) a(x) =0
) = e rer | X = 61 zaxtrione 4 512

TP(-2,83/0,71); HP(2,83 / -0,71)
g) WP1(—4,9/0,61); WP2(0/0); WP3(4,9 / —-0,61)
h) lim f =0; Ilim f =0
X — 00 X > -0
i)

E C

5.

a) ID = R\ {2}
b) keine
c) Sx(0/0); Sy(0/0)
d)ax)=x2—x+3
on _ 2x3-9x2+12x-10
&) f(x) = =7
TP(3,08/14,97)
f) WP1(0,18 / —0,45)
g limf=0; Ilim f=0
X — 00 X > - 00
h)

2x3-12x%2+24x-4
(x=2)°

() =

18

e e U N RN KA
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6.
a) ID = R\ {-3}
byx=-1

c) $y(0/3) | .
d) keine Symmetrie '
e)ya=x-1

f) im f = c; lim f =-co ) |
g) TP(=1/0); HP(=5/-8) '
h) kein WP

i)

Il. Kurvendiskussion

1.

a) Der Graph stellt einen Anstieg der Wachstumsrate von 0 cm / Tag zum Zeitpunkt O Tage
auf ein Maximum von etwas tiber 35 cm nach ca. 30 Tagen dar. Die Anderung der
Wachstumsrate ist in den ersten Tagen nahezu linear. Nach 30 Tagen wird die
Wachstumsrate wieder geringer. Nach ca. 90 Tagen ist die Wachstumsrate auf 0 cm / Tag
gesunken.

b) f(20) = 32,7 - Nach 20 Tagen betragt die Wachstumsrate ca. 33 cm / Tag.

c) f(x) =0 = x1 = 0; x2 = 90 > Zum Zeitpunkt des Keimens und 90 Tage nach Beginn der
Keimung betragt die Wachstumsrate jeweils 0 cm / Tag.

d) f(x) = 0 = x1 = 30; x2 = 90; f“(30) < 0 > Maximum. f(30) = 36 - Nach 30 Tagen ist die
Wachstumsrate mit 36 cm / Tag maximal.

e) f“(x) =0 - x =60 > Am 60. Tag andert sich die Wachstumsrate am starksten.
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r600000

500000

400000

300000

200000

F100000

10 20 0 40 50 60
t (Zeit in Taaen)
b) f(0) = 8000 oder (1) — f(0) = 8412
c) f(10) = 114.625

70

80

d) WP -2 xa = 280; x2 = 20 - Aus 0 < x < 80 folgt, dass x2 = 20 eine adaquate Ldsung ist.

f(20) = 16.200

e) Maximum = x1 = —7,85; x2 = 50; x3 = 407,85; f(50) < 0 > HP ... HP(50/590.625)

f) f(x) = 534.000

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
t (Zait in Chindan)

b) f(8) = 128 Besucher

c) f(8) = 63 oder f(9) — f(8) = 68

d) WP -2 x1 = 10; x2 =— 6 =» Also um 10 Uhr
e) Maximum = x1 = 15; x2 = 5 = HP(15/520)
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40

35

\
30 I -~

25

20

b) 2010 - f(0) = 1,6 mg/ cm3; 2020 - f(10) = 30,6 mg / cm3

c) Extremum: Nullstellen: xa = 0; x2 = 6,48; x3 = 10,52 - “(6,48) <0 - HP; f(6,48) = 41,21
HP(6,48 / 41,21) = Im Sommer 2017 war die Konzentration mit 41,21 mg/ cm3 am
héchsten.

d) WP: Nullstellen: x1 = 2,6; x2 = 8,73 = Also war im Sommer des Jahres 2013 die grofldte
Zunahmen zu verzeichnen.

e) g=0,73,t=7 Jahre, Ko = 21.345 € > K7 =21345+ 0,737 = 2358,07 €
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15

10

b) —%x3 + %xz — 5x = 0 | x ausklammern
12,2, _y=
X ( PR 5 =0
X1 =0; x2 = 2,14; x3 = 9,36 = Intervallgraven [0; 2,14]; Intervallpamm [2,14; 9,36]
Breitecraben = 2,14 m; Breitepamm = 9,36 — 2,14 = 7,22 m

0)f(x)=—2x2+=x —5

—3x2 4%y _5=0]:(0,75)

4 8
X2-=—x+ —=
X1=6,67;x2=1
fx)=—2x +2
f(6,67) <0 > HP
f(6,67) = 20,37
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Hohepamm = 20,37 m
f(1)>0 > TP

f(1) = - 2,38

Tiefecraben = 2,38 m > (1 /-2,38)
d)

x =3,83
Die grof3te Steigung ist bei x = 3,83. Diesen Wert setzt man in die erste Ableitung ein und
erhalt f(3,83) = 6 = Die Steigung betragt 6

6.
a) H(4/0); T(0/-4) > y=ax®+ bx* + cx + d; f(x) = 3ax® + 2bx + C
I: a-43+b -42+c -4+d=0 —>64a+16b+4c+d=0

II:a -03+b -02+c -0+d=-4-> d=-4
M:3 -a-42+2 - b - 4+c=0>48a+8b+1c=0
IV:3 - a - 0%+2 b -0+c=0> c=0

Lose das LGS
64a+ 16b+4c+1d=0| -48
48a + 8b + 1c =0 | - (- 64)

(o =

64a+ 16b+4c+1d=0
256b —16¢c+48d =0

c =0
d=-
c,dinll
256b—16 - 0+48 - (—4)=0]+ 192
256b = 192 | : 256
b= 0,75
b,c,dinl:
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64a+16 - 0,75+4 - 0+1 - (-4)=0]-8
64a=-8 | : 64
1
a=—-
8
fx) = — =23+ 3x2 — 4
8 4
b) Die Breite entspricht der Distanz der Nullstellen
—ixP4+ 3x2_2=0
8 4
X1=4;X2=—2 > Distanz= 6 m
c)f(x)=-2
1.3, 3 2 —
—=x>+ -x*—4=-2|+2
8 4
——x3+3x2-2=0
8 4
-2 X1 =2; x2=-1,46; x3 = 5,46 - Distanz = 3,46 m
_ (4 1.3, 3.2 _ _
d)A=["(-3x°+3x*—4)dx=-8-55=-135
Die Querschnittsflache betragt 13,5 m?
‘(x) = — 342 4 &
e)f(x)——gx + X

Fx)=-2x +2

-=x +-=0
8 4
WX =

f(2) =-2

f(2)=-222+22 =15

Die maximale Steitung an der Stelle x = 2 betragt 1,5
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b) 0,001x* — 0,1x2 = 0 | x2 ausklammern

x2(0,001x2-0,1)=0

x1 = 0; x2 = 10 - Die Breite betrdgt 10 m

c) 0,001x*—0,1x2 =- 0,3 = Mit x1 = 9,84 erhélt man die Nullstellen x2 = —9,84; x3=—-1,76
und x4 = 1,76 =» 1,76 m vom linken Rand entfernt

d) f(8) =- 2,3 = Sieist 2,3 m lang

e)V=27+2¢|[°f(x)dx| =2,7+2+13,33 =72m?=72.000 |

8.

a) 20t3 — 300t2 + 1000t = 0 | t ausklammern
t (20t2 — 300t + 1.000) =0
t1=0;t2=5;t3=10

b) b(3) = 840 Besucher
c)

b‘(t) = 60t — 600t + 1.000
b“(t) = 120t — 600

60t2 — 600t + 1.000 =0
t1=7,89;t2=2,11
b“(7,89)>0 > TP
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7,89 entspricht 16:53
b“(2,11) <0 > HP
2,11 entspricht 11:07

Um 11:07 ist die grofte Zunahme, um 16:53 die grol3te Abnahme zu verzeichnen.

[l b(®)dt = 467

1
2—-1,5

Durchschnittliche Anderung = 934 / Stunde = wegen 467 pro halber Stunde

d) durchschnittliche Anderung von 10:30 — 11:00 =

9.

a) f(16) = 111,6

Um 16 Uhr waren 111 Besucher im Kino.
b) f(18) = ?

f'(t) =-0,15t2 + 3,8t — 15

f(18)=...=4.8

Um 18 Uhr kommen 4 Besucher hinzu.
c)-0,15t2+38t—-15=0]: (-0,15)
2—22t+100 = 0 > t1 = 20,44; t2 = 4,89

f“(t)=-0,3t + 3,8

f‘(20,44) <0 > HP

t2 = 4,89 - nicht im Intervall [11; 20]

Kurz vor 20:30 waren die meisten Besucher im Kino.
d)m= ran-ran _ g

17-11
e)f“(t)=0
fi(t)y=-0,3t+3,8=0|-3,8
—0,3t=-3,8 | : (=0,3)
t=12,67

f“(t)=—0,3

f(12,67) £ 0 > WP ex.
0,67 * 60 = 40,2 > 12:30

Um 12:40 andert sich die Besucherzahl am starksten
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10.

a) N(0) = 150 - 150.000 Tiere; N(5) = 25 - 25.000 Tiere nach 5 Jahren

b) N(t) = 100

2t3 — 15t2 + 150 = 100 | - 100

2t3 — 5t2 + 50 = 0 - Mit Geogebra =» t1 = 6,9; t2 = 2,2; t3 = 1,7 - Nach 2,2 und nach 6,9
Jahren sind 100.000 Tiere vorhanden

N(5)-N(©) _

s —25 - Abnahme von 25.000 Tieren / Jahr

c)m=
d) N(2) = — 36 - Abnahme von 36.000 Tieren pro Jahr nach 2 Jahren
e) Schnitt = § - f05(2t3 - 15t* + 150)dt = --- = 87,5 - Es sind 87.500 durchschnittlich pro

Jahr
f)N(t) =0 2> t=-2,7 = In den Jahren 2000 bis 2008 sind keine Tiere ausgestorben.
g) N(t) =0 - 6t2— 30t = 0 | t ausklammern

t(6t—30)=0
t1=0;t2=5
N“(t) =12t - 30

N“(0) <0 > HP - NO) = 150 = HP(0/150)

N“(5) >0 > TP - N(5) = 25 = TP(5/25)

h) N“(t)=0 > 12t-30=0

t=2,5;N(2,5)=-37,5

Die grofdte Veranderungsrate lag nach 2,5 Jahren mit einer Abnahme von 37.500 Tieren vor
i) N'(t) = 58,5 > 6t2— 30t = 58,5 | — 58,5

6t2—30t—585=0 |:6

t2-5t-9,75=0>t1=6,5;t2=-1,5

11.

a) Nullstellen berechnen: x1 = 0; x2 = 18

4
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b) In 3 m Hohe ist der Ball 12 m weit entfernt.
c) Aus Aufgabe a) > Nach 18 m.

d) f(9) = 2% - Der Ball fliegt driber weg.

e) f(x) =2 - Ca. 15,5 m vor dem Tor wurde der Ball abgeschossen.

12.

a) h(0) = 30 > Das Wasser steht zu Beginn 30 cm hoch

b) h(1) = 37,35 cm - Nach einem Tag betragt der Wasserstand 37,35 cm

¢) Anstieg zwischen 0. und 1. Tag =37,35-30=7,35cm
- Anstieg/h=7,35:24=0,31cm

d) h“(t) =0 = h1=2,75; h2 = 10,2 > Nach 2,75 Tagen gibt es den starksten Anstieg

e) h(t) =120 > t1 =-2,6 ; t2 =5,5; t3 = 8; t4 = 15,2. Nur t2 und t3 liegen im Intervall. Vom 5,5-
bis zum 8. Tag wird die Schutzmauer Gberspdilt.

fih't)=0>t1=0; t2=6,7; t3= 12,8 > Nach 6,7 Tagen ist der hdchste Wasserstand mit

125 cm erreicht.

13.
a) h(24) = 4.948.520 t
h(28) = 7.989.311 t

3.157 2.233 12.265

‘ 1
b) hi(t) = = ¢3 + 27 2 4 2285,
12 48 3 3
h“(t) — Etz + 3.157 £+ 2.233
12 24 3
Et?) + 3.157 t2 + 2.233 £ — 12.265 — 0 | : E
12 48 3 3 12

287
t3 +Tt2 + 812t —4.460 =0

h(4)=0>t=4
28;7
4

303

(6% +=-t? + 812t — 4.460) : (t—4) =2 +=~x + 1.115

t2+34£x+1.115 =0

- X2 = — 20 - im Definitionsbereich, da 2000 — 20 = 1980 im zu betrachtenden Zeitraum
liegt

x3 = —55.75 = nicht im Definitionsbereich bzw. zu betrachtenden Zeitraum

h“(—=20) < 0 > Maximum

h“(4) > 0 - Minimum

199



h(-20) =9.141 t
h(4) = — 94.368 t > negativer Bestand ergibt keinen Sinn

Im Jahr 1980 lag der Bestand bei 9.141 t. Der Bestand im Jahr 2004 ware negativ.
(113 —_ 33 3.157

c) h*(t) = ?t + e

§t2+3.157t+2.233=0|:§

12 24 3 12

287 812

t?+—t+—=0
* 6 * 3

t1=-41,28

to =—6,56

h“(-41,28) < 0 &> Maximum - hochster Anstieg
h*“(—6,56) > 0 = Minimum
Im Jahr 1959 stieg der Bestand mit 127.771 t am starksten an.

[ll. Extremwertberechnung
1.

Nebenbedingung: A=Ar+Ak=a - h + % s r? = 4m?
Hauptbedingung: u=ur+uk=a+2-h+m - r,mitr=0,5- a

N.B A=a-h+%z1'r=3
HB u=a+2h+Tm-r: r=%

Zielfunktion: a-h=3 - %Zn und h= % - %TI’

u=a+=+3m
a &
u=0 und u"#0"
W=1-Z+2m; a¥4+m)=24;folgta=1,83m ; h=092m und r=0,92m

u" = 57,13a%-57,12a +192a
16a’

» 0 ; bedeutet dass u minimal ist.
Umin = 1,83m + 2 - 0,92m + 11 - 0,92m = 6,56m

Kosten = 6,56m - 150m - 210 % = 206.640 €

IV. Integralrechnung
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1.

a) Da f(x) = f(—x), ist die Funktion achsensymmetrisch

b) x1 =-2,12 und x2 = 2,12 und x3 = 0. Da f*(0) < 0 - Maximum, sind x1 und x2 Minima.
f(2,12) = -4,05; f(-2,12) = —-4,05 und f(0) = 0. Da die Decklinie 1 Einheit Uber dem HP liegt,
betragt der Abstand zwischen Decklinie und TP 5,05 Einheiten.

d) Berechne zuerst die Querschnittsflache: Nullstellen: x1 = -3; x2 = 3
A=2- [}(02x* — 1,8x?)dx = 12,96m’
V=A+1=12,96+12=156 m?

2.

a) f(x) =-0,25x2 + 1; g(x) = 0,25x2 - 1

A=2 - m=219FE

b) Prozentualer Anteil = 58,9 %

3.

a) Der Graph lasst auf eine Funktion dritten Grades schlief3en, was durch
f(x) = a * x> * (x — 460) gegeben ist.

f(x) =a e+ x%+ (x—460)

Es ist f(230) = 50, wie aus der Beschreibung abzulesen ist.
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1
243.340

Also ist f(230) = a » 2302 + (230 — 460) = 52900 * a * (~230) =50 D a = —

460 1
b) A= fO (- 243.340

Kaufpreis = 184.000 €
c) Kaufpreis inklusive Maklergeblihren = 184.000 « 1,0348 = 190.403,20 €

X + —x%)dx = 15.333,3 m2
529

4.
a) A(0/0); B(4/0). Es handelt sich um eine Funktion dritten Grades
- f(x) = ax® + bx2 + cx + d. Da die Funktion punktsymmetrisch ist, lautet deren

Funktionsvorschrift f(x) = ax® + cx, der Streckfaktor a = % Also ist nur ¢c unbekannt, wesahlb
man nur eine Gleichung aufstellen muss.

Ze42+ce4=0

16

Z+4c=0]-4c
Z=-dc |:(-4)
c=1
f(x) = 1—16x3 —x;0(x) = —%x3 + x [Bei g(x) sind die Vorzeichen jeweils gegensatzlich zu f(x),
da g(x) und f(x) an der y — Achse gespiegelt sind]
)A=4+ [H-LxP+x)dx=de]-Lxt+ O,5x2|g = 16 m?
C) Aeule = 16 m2 = 1.600 dm?2 = 160.000 cm?; AHand = 200 cm?
- Anzahl = 160.000 : 200 = 800 = Es passen defintiv alle Handabdrticke der
Absolventen in die Augen der Eule.
d) y =mx + b; m = 0,75, den y — Achsenabschnitt b kann man am Graphen ablesen
>b=-3->h(x)=0,75x-3
- Nullstelle von h: x = 4. Also ist das Integrationsintervall [0, 4]

Aschnabel = 2 * (Abreieck — AEule)

=2- [Y(h(x) — g(x))dx = 2 - [[(0,75x =3 — (=2 + x))dx

4(1 1 4
=2 - [ (Zx¥ = 0,25x = 3)dx = 2 - |-x* - 0,125x* - 3x|; =219 = 18

5.

a) Da die Breite des Torbogens 4,8 m sind, ergeben sich die beiden Nullstellen N1(0/0) und
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N2(4,8/0). Diese setzt man in die Linearfaktordarstellung der quadratischen Funktion ein:
fix)=a+(x+0)*(x—4,8)=a-(x*-4,8x)

Da der Torbogen eine maximale H6he von 6,4 m hat und diese sich genau in der Mitte
befinden muss, ist M(2,3/6,4) ein weiterer Punkt. Diesen setzt man in f(x) ein und erhalt
a°*(2,32-4,823)=6,4 > a=-1,11 = f(x) =-1,11x2 + 5,33x

6

0 1 2 3 4 \5

b) Die Mitte des Fahrzeugs befindet sich in der Mitte des Torbogens. Also 1,55 m bei 2,30
m. Ausgehend davon reicht das Fahrzeug jeweils 1,55 m nach links und nach rechts.
Also berechnet man f(0,85) = 3,73 m. Da das Fahrzeug keine 3,73 m nach oben geht,

passt es durch den Bogen durch.

c)V =4 [°(—1,11x% + 5,33x)dx = 4 + 20,48 = 81,92 m?

6.

a) Der Term gibt die Breite der Schale in dm an

b) Wie findet man die Funktion fiir das Innenvolumen? Setze z. B. in beide Funktionen x = 6
ein und schaue welcher Wert kleiner ist - Die Funktion g beschreibt also das

Innenvolumen.

Vi=m - f: q*dx = m - f: (\/mz) dx =m - f26(4x —8)dx = m -|2x% — 8x|g
=7 - (24— (-8)) = 32 dm®

c) Die Mindestmalf3e sind: 12 x 12 x 6 dm

d) Vkarton = 12 ¢ 12 « 6 = 864 dm?
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Vschale = Va—Vi=m - f06p2 dx - - f26q2dx = - (108- 32) = 76 tdm?®
Vit = 864 — 76 m = 625,24 dm3

7.

a) A(10/11) » Maximum; B(30/3) - Minimum;

f(x) = ax® + bx2 + cx + d; f(x) = 3ax* + 2bx + ¢

I: a+10°®+ be10*+ c+10 +d =11 > 1.000a + 100b + 10c + 1d = 11
[I: @+30° + b*30%+ c*30 +d = 3 - 27.000a + 900b + 30c + 1d = 3
[ll: 3a+10% + 2b*10 + c = 0->300a+20b+1c=0

IV: 322302 + 2b30 + Cc = 0->2700a+60b+1c=0

Lose das LGS

27.000a+900b +30c+1d =3

1.000a + 100b +10c+1d =11+ (-27)

2.700 a + 60b + 1c =0 |+ (-10)

300a + 20b + 1c =0 |*(-90)

27.000a + 900b + 30c + 1d = 3
—1.800b — 240c — 26d = — 294
300b +20c +1d=3 | *(6)
—900b — 60c + 1d = 3 | * (- 2)

27.000a + 900b + 30c + 1d = 3
—1.800b — 240c — 26d = — 294
- 120c - 20d = - 276
~120c —-28d=-300 |+(-1)
27.000a + 900b + 30c + 1d = 3
—1.800b — 240c — 26d = — 294
- 120c - 20d = - 276
8d = 24

>d=3
dinlll:-120c-20-3 =-276 |+ 60
-120c =-216|: (- 120)
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c=1.8

c,dinll:-1.800b-240-1,8—-26-3=-294 |+ 510

-1.800b =216 | : (- 1.800)

b=-0,12

b, c, din I: 27.000a + 900 - (—0,12) +30-1,8 +1-3=3| +51
27.000a = 54| :27.000

a = 0,002

f(x) = 0,002x3 — 0,12x? + 1,8x + 3
10

5

/

"o 5 10 15 20 25 30 35

b) Durchmesser = 2 « f(40) = 22 cm

c)Lange=2+11M=22Tcm

d)r=f3)=737cm>V=3 7w -r>=3 -7+ 737% = 511,92cm3=0,51192 dm3
Kosten = 7,16 €

8:

a)

10 = [V (x — Bdx = [2x” — 3x|g =152~ 3
10=0,5b2-3b | - 10
0,5b2—3b—-10=0]+2

b2 - 6b —20 = 0

b=8,38

b)
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162 = foa(8x3)dx = |§x4|g =2-a*|:2
8l=a*|V

a=3

c)

2= ["(2x — 1)dx = |§x2 _ 1XI8 —a?—aq

2=a?—-a |-2
a2—-a-2=0
a=2

d)

6=[(2x — 1dx = |§x2 _ 1x|8 —d—a

6=a?—a |—6
a2—a—-6=0
a=3

e)

4= foa(3x — 4)dx = Exz - 4x|g = 1,5a% — 4a
4 =15a2-4a | -4
l5a2-4a—-4=0]|:15

az - 2,6666a — 2,6666 =0

a = 3,44

f)
16 3

661,337 = nfoa(4x)2dx =r foa(16x2)dx: i |13—6x3|8 =n—a

661,33m =m—a® |: 27

124,67=a3 |V

a=5
9)

— c(4 _ c (16 _ () 16
6.07n = Jj (3x) dx = m Jy (3327) dx=m ol = mize?
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6,97Tm = —=c3|: 2 p
147 147

64,03=c® |V
c=4
h)
19,57 = nf (1,5x)%dx = nf (2, 25x2)dx—7t|£x |1 (25503— 2%513)
19,57 =n(322c3 - 25 |in

_2_25 3 _ 225,225
19,5 =+
4 3 3
27 =c3|V
c=3
9.

a) Die Lok fahrt von der 0. bis zur 12. Sekunde nach vorne. Von der 12. Bis zur 30.
Sekunde fahrt sie langsamer. Von der 30. Sekunde bis zur 40. Sekunde fahrt sie schnell
ruckwarts. Ab der 50. Sekunde fahrt sie wieder vorwarts. Bei der 12. Sekunde erreicht sie
ihre Maximalgeschwindigkeit.

b) An den Nullstellen bleibt sie quasi kurzzeitig stehen. Das ist bei 0; 39 und 50 Sekunden
der Fall.

c) Strecke = f055 v(t)dt =

10.

a) Verbrauch = [7 (0,1t + (fff)z) dt = [’(0,1t +6,25 - (¢t + 1)"2)dt

=|0,05t2 — 6,25(t+1)—1|g = .. =876kg
b) Schnitt =8,76 : 8 =1,1kg/h
c) Vi(t) = (0,1t + 6,25 - (t + 1)72)" | Kettenregel!!l a(t) = t2; a‘(t) = —2-t2; i(t) =t + 1; i'(t) = 1

=0,1+(2)+6,25 (t+1)°
=0,1-125 (t+ 1)3
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Vi) =0
12,5
01-(t+1)3 01+

12,5
'M‘—Ojll‘(tﬂf
-12,5=-0,1+(t+1)*|:(-0,1)
125 =(t+1)3 |V
5=t+1
t=4
v(4)=0,65kg/h

11.

a) Bestimme die Differenzfunktion h(x)

h(x) = g(x) — f(x) = 2x2 - 4x — (1,6x? - 3,2X) = 2x%2 - 4x — 1,6x? + 3,2x = 0,4%2 -

0,8x

Die Nullstellen kann man entweder am Graphen ablesen oder berechnen. x1 = 0; x2 = 2

A= 20422 — 0,8x)dx = [%x® — 04272 =~ 053-0=-053

0
Die Flache betragt also 0,53 cm?

Arcie =1 mMmx100mm=1cmxl1lcm=1cm?2
Preisrolie = 5,55 € /1 cm?

Preis der Folie mit dem Dreisatz berechnen

1 cm? 5,55 €
0,1 cm3 0,555 €
0,53 cm?2 2,94 €

b) Bestimme die Differenzfunktion h(x)

h(x) = g(x) — f(X) = 2x2 — 4x — [a(2x2 — 4x)] = 2x2 —

1,33 = f(Zx — 4x — 2ax? + 4ax)dx = |

=2.23-2-22— 2a-2°+2a-22 - (G- 0°—2-0°— Za- 0%+ 2a- 0%)

133 =—2424+2
3 3 3
4=§a|:§
3 3
a=15

— [2ax2 — 4ax] = 2x2 —

2x? ——ax + 2ax? |(2)

4x — 2ax? + 4ax
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12.

a) Den Radius kann man entweder am Graphen ablesen oder die Nullstellen von f(x)

bestimmen. Der Radius betragt 2 cm. Die passgenauen quadratischen Zuschnitte haben

somit die Mal3e 4 cm x 4 cm. Deren Flache betragt 16 cmz2. Die Flache des Kreises misst

A=M1e+r2=11+22=41cm?= 12,5664 cm?2.

Abfallabsolut = 16 — 12,5664 = 3,43 cm?

Abfallrelatv = 3,43 / 16 « 100 = 21,44 %

b) Differenzfunktion

h(x) = f(x) — g(x) = 0,4x3 — 1,6x — [a * (0,4x® — 1,6x)] = 0,4x3 — 1,6x — [0,4ax® — 1,6ax]
=0,4x3 — 1,6x — 0,4ax® + 1,6ax

2,4=20[(0,4x3- 1,6x- 0,4ax® + 1,6ax)dx | : 2 > Wegen der Symmetrie

2| 2
0

=0,1¢2*-08¢22— 0,1a*2*+0,8a¢22—-(0,120*—0,8¢0%— 0,1a * 0* + 0,8a « 0%)

1,2 = f02(0,4x3— 1,6x - 0,4ax® + 1,6ax )dx = %x“ — %xz — %ax4 + %ax

-_8,8 8
1,2= 5+5a|+5

14 8 8

—=-qa I T =

5 5 5

a=0,25

C) Vzylinder =M er2eh=1011+2206=2411=7,5399 cm?
Vormament = 2,4 ° 0,6 = 1,44 cm?

VRest = 7,5399 - 1,44 = 6,099

d) Vormament = 1,44 cm3 = 0,00144 dm3 = 0,00000144 m3

m = 0,00000144 m? « 450 kg / m® = 0,000648 kg

8.3. Aufgaben zur mundlichen Prifung

1.

a) falsch, z. B. hat f(x) = x2 — 1 gleich zwei Nullstellen.

b) wahr, da die Funktion flir negative x gegen - co und flr positive X gegen +co strebt oder
umgekehrt.

c) wahr, da eine Parabel entweder unten oder oben einen Scheitel und damit ein Extremum
hat.

d) falsch, da x = 0 eine Definitionsliicke ist.

e) falsch, da durch die Funktion z. B. der Wert y = 0 nicht erreicht wird.
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f) falsch, Gegenbeispiel f(x) = ——;
g) wahr, die Wendestelle x =k - m (k € Z) der Sinusfunktion sind die Maximal- bzw.

Minimalstellen der Kosinusfunktion.

2.

a) Richtig. Die Ableitung an der Stelle xo = 0 beschreibt die Steigung der Tangente an den
Graphen von f an dieser Stelle.

b) Richtig. Die Steigung m der Tangente kann benutzt werden, um den Schnittwinkel
auszurechnen. Es ist tan(a) = m, in diesem Fall tan(a) = 1, also a = 45°

c) Gilt nicht fur jede Funktion f. Die Ableitung an der Stelle xo = 1 sagt Uber die Steigung der
Tangente in x = —1 nichts aus. Eine (negative) Steigung von m = —1 bedeutet ausserdem
einen Steigungswinkel von —45°. Gegenbeispiel: f(x) = x2 — 3x

d) Gilt nicht fur jede Funktion f. Hier hat die Ableitung f' in x = 2 eine Nullstelle, also hat der
Graph von f eine Tangente mit Steigung m = 0. Uber den Wert der Funktion f an dieser
Stelle lasst das keine Aussage zu. Gegenbeispiel: f(x) = 3x2 - 12x + 1

e) Richtig. Hier hat die Ableitung f* in x = 5 eine Nullstelle, also hat der Graph von f hier eine
Tangente mit Steigung m = 0. Das bedeutet, dass die Tangente waagrecht ist.

f) Falsch. Esistf(1)=6>0

g) Richtig. Es ist f(0) =0

3.

a) Nullstellen bestimmen und zwischen den Nullstellen integrieren.

b) Eine Parabel, bei welcher der Scheitelpunkt auf der x — Achse liegt, hat genau 1
Nullstelle.

c) Funktion 1. Grades: Auch lineare Funktion: f(x) =mx+b > 4x+5
Funktion 2. Grades: Auch quadratische Funktion: f(x) =ax2+ bx + ¢ 2 5x2+ 7x - 10
Funktion 3. Grades: Auch kubische Funktion:
f(x) =ax®+bx2+cx+d > 6x3+5x?-4x— 16

4.
a) Der Definitionsbereich gibt an welche Zahlen man in die Funktion einsetzen darf. Bei

ganzrationalen Funktionen ist ID = IR. Bei gebrochenrationalen Funktionen darf im Nenner
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keine 0 stehen, daher werden Zahlen, durch die der Nenner 0 ergibt, im Definitionsbereich
ausgeschlossen.

b) Der Grenzwert beschreibt den Funktionswert, den man erhalt, wenn x gegen unendlich
strebt

c) Da sich der Wendepunkt ,zwischen“ 2 Extrema befindet, muss die Funktion mindestens
kubisch sein.

d) Die lineare Funktion hat keine Extrema

5.

a) Ganz zu Beginn wurde nichts produziert. Dann lief die Produktion an, um bei ca. 1050
ihren Hohepunkt zu erreichen. Danach nahm die produzierte Menge ab, bis das Produkt
nach ca. 1600 Tagen vom Markt genommen wurde.

b) Das tritt am Hochpunkt ein. f'(xe) = 0 = f“(xg) < 0 = HP bei HP(1047/65.363)

c) Am WP befindet sich der starkste Anstieg der verkauften Stiickzahlen. Danach wird der
Anstieg schwacher

d) Die Steigung der Tangente beschreibt die momentane Anderung in einem Punkt. Da bei
P(1.047,72 / 65.363,35) ein Maximum vorliegt, ist die Steigung der Tangente in diesem
Punkt 0. Die Steigung der Tangente wird durch die 1. Ableitung beschrieben.
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